Matemética Discreta Tema 5 Célculo de Proposicons

Tenma 5: Cal cul o de proposi cons

Si nt axe. Deduc¢om natural. Tabuas semanticas. Resol ugom
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Logi ca proposici ona

A légica proposicional é o estudo das relacons (logicas) entre
obj ectos chamados proposi ¢ons. Este estudo fai-se com wumha dobre

finalidade: formalizar os argunentos enunci ados na |inguagem natural (i.e.
gal ego, espanhol, inglés...) e nmais avaliar a validez dos nesnos.

-Def. Proposicom é unha afirmagcom verdadeira ou fal sa mas nom anbas

a vez.
E. g. proposicons:
“2+2=4"
“Julio César foi presidente dos Estados Unidos”
“2x € prinp para todo x quadrado perfeito”
“X-y=y-x " x, y1 2z
nom pr oposi ¢ons:
“que hora é?” 1
“por qué é inmportante a inducon?” 2
“ide ao céarcere agora nesno” 3
“X-y=y-x" 4
“ia frio em Roma em janeiro de 1924~ 5
1 nomafirma, pergunta
2 nom afirm, pergunta
3 nom afirm, ordena
4 nom sabenps que valemx e y para afirmar ou negar
5 susceptivel de discrepancia
Usual mrente enpreganbs letras mndsculas para expressarnbps as
proposicons (p,q,r,...), que constituem o “alfabeto”. As proposicons

conbi nam se para formarem proposic¢ons conpostas mediante unmha serie de
si mbol os chamados conectores | 6gi cos.

-Conect ores | 6gi cos:

“nonf, negagom

“e” (and), conjuncom | 6gica

“or” (or), disjungcom]| 6gica
“inplica”, inplicacom | 6gica

“se e sO se”, equival éncia | 6gica

T CC

‘Regras para a construccom de proposi ¢cons:

[1] As vari aveis proposicionais p, ¢, € r som expressons bem
f or nul adas.
[2] Se f é umha expressom bem formul ada, entom@df tamémo é.
[3] Se f, g som expressons bem for nmul adas
entomtamémo somfUg, fUg, fbg, e fUg.
[4] Nom hai mai s regras.

Para denostrar a falsidade dumha proposi com abonda com atopar um
cont r aexenpl o.
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Compb estudar o valor de certeza das proposicons A suposicom do
calculo proposicional consiste em que o0s valores de verdade dunha
proposi com composta construida a partir de outras proposicons enpregando
conectores |oOgicos, queda determnado polos valores de verdade das
proposi ¢cons originais e polos conectores utilizados.

Construe-se unha tabua onde por cada possivel valor de p, q, r, ...
calculanbs o valor da proposi¢com conposta construida. Nesta “tabua de
verdade”, cada fila €& unmha “interpretaconi.

p p

0 1

1 0

P q pUq pUq pP g pUq
0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

E.g. Avaliar nediante unha tabua a expressom (pJg) UZ( pb q)

P q pUq pP g @(pPa) |(pUg) UD(pb q)
0 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0

1 0 0 0 1 1

1 1 1 1 0 1
(& [12 J2° [32 |42 |52 |

[a derradeira fila indica em qué ordem se rechei am as col unag

umjeito alternativo de fazer o nmesno é

p q pUq U @ pb g

0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 1 0

1 1 1 1 0 1
(1= [18 [22 [42 [32 [22 |

[a derradeira fila indica em qué ordem se rechei am as col unag
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-Def. Tautologia: unmha proposicom é tautologia se os valores de
verdade som senpre certos (1, true) para qual quer valor das proposicons
el ement ai s.

E.g. a proposi com

pU( ZpUq)

€ umha taut ol ogi a.

-Def. Contradi gcom wunha proposi¢com é contradicom se os valores de
verdade som senpre falsos (0, false) para qual quer val or das proposicons
el ement ai s.

E.g. a proposi com

pU( ZpUq)

€ unmha contradi com

-Def. Equival éncia |06gica: duas proposig¢ons conpostas p e g dimse
| ogi canent e equival entes se tenhem os nesnpos val ores de verdade para cada
possivel conbi nagcom dos val ores de verdade das variaveis elenmentais. Isto
denot a- se conb segue

p°q
se e sO se

pUq é umha tautol ogia (€ senpre certo independentenmente do que
valhamp e q)

-Def. Inplicagom |égica: umha proposi¢com p inplica |ogicanente a
outra proposicomq (i.e. de p dedlce-se ) se nunca se da que p seja certo
e q falso. Isto deno6ta-se conp segue

p g

se e sO se

pbqg é unmha tautologia (é senpre certo independentenente do que
val hamp e q)
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- Lei s proposicionai s*:

@ d(Dp) °p dobre negagcom
@  (pYag) ° (qup)

(pUg) ° (gqUp) comut ati vi dade
® pU(qur) ° (pUq) Ur

pU(qUr) © (pUqg) Ur associ at i vi dade
®  pU(qur) ° (pUg)U(pUr)

pu(qUr) ©° (pUg) U(pUr) di stributivi dade
® pUp ° p

pUp ° p i denpot énci a
® pUT ° p

puc ° p i dent i dade
@ pUZp © C

pUgp ° T i nversi bi | i dade
pUc ° C

pUr o T dom nagom
®  pU(pUg) ° p

pU(pUg) ° p absor com

* Cé Contradicom T é Tautol ogia
Mai s | ei s proposicionais:

o Lei s de DeMorgan:
@(pUa) ° ZpUdq
@(pUa) ° ZpUdq
pUq ° @(DpU2q)
pUq ° @(DpU2a)
O Leis de inplicagom
pP g ° ZpUq ° @(pUda)
@pb q ° pUq
@(pb @a) ° pUq
Lei da contraposi com
pPq ° Gqb Gp
Lei de reducom ao absurdo:
pP g ° (pUdg) P C
Lei de equival énci a:
pUq ° (pPqg)U(gp p)
Mbdus ponens:?t

Mbdus tol | ens:? PHPP )]

[(pP q) Uzq] Odp

O 0o 0o o0 o0 o

D | enas construtivos:
[(pPa)U(rbs)] CI(pUr) b (qUs)]
[(pPa)U(rPs)] O(pUr)P (qUs)] °

'denpstracom pU(ppq) U pU(@pUg) U (pUBp)U(pUg) U CU(pUg) O
pUg Op U pU(pbqg) [p c.q.d.
“denpstracom (ppq)Ugq U (@pUg)Udg U (@pUzq) U(quag) U

(@pUzq) UC U @pUsq OZp U [(pP q)UBq] OPp c.q. d.
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umha

nmedi ant e

C(pUr) P (qUs)]

[(pPa)U(rPs)]

*denpstracom de

t Abua de verdade:

[4]2 [3]2

[3]2

[L]1]1]1]2

Ocrd OO0 10 dddd A A Acd Ocd O A OO0 A cdeded e

b |qUs

A O A A A O A A A A A A A AA O A O A O O v v v v

OO0 A1 00O A1 00 A1 OO0 dddd A A A A A A A

b |pUr

A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A

A O A A A O A A A O A A O A A A O A A A O A A A O v v

Ulrbs

A O A A A0 A A cd O A A1 O 100000000 Ad0O e

A A A AAAAAAAAAAAAO O OO OOOO v v v v

S|pbkg

Ocrd OO0 101010101010 1010101010100

r

OO0 Hdd1 00 A1 00AdAd100Adrd100 A1 0O0 100 A0 O

q

OO0 O0CO0OO0O0O0ddAdAdAArdd 1 OO0 OO0 O O0OO0OO0O ddded e

p

OO OO0 O0OO0OO0OO0OO0OO0COCOCO0OO0O0O0OdddAdA A A A A A A AAAAAA

gue se denobstrou a inplicacom | égi ca.

assi

A coluna 4 é toda “1"s,
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Exercicio: Avaliar a seguinte expressom|[(pPq)U(rbs)] O(pU )P (qUs)]
nedi ant e umha tdbua de verdade.

[L[1]1]1]2 312 [4]2 312 |

av)
o
v
%)
=
g‘

orrlT

PRRPRRPRRPRRPRRPRRPRPRRPRRPRPRRPRPRPOO0OO0OO0OO0O0000O00O0O0O00OO|T
PRRPRRPRPRPRRPRPOOO0OOOO0OOORRRRPRRRERREROOOOOOOO O
PRPOORROORROORROORROORROORROORROO =
PFOROFRORORORORORORORORORORORORORO®
PRRPRRPRPRRPRPRPOOOO0OO0OO0OO0CORRRRERREPRREPRRERRERERRERT
RPRRPRRPRPRRPRPRRPRPRORRRPORRRPRRERRPRRERREPRREPRRERRERERRERC
PRPRRPRRPRPRORRPRORRRPORPRRRPRORRPRORRPRORRRERORRS
RPRRPRRPRPRRPRPRRPRPRRPRPRPRRPRPRPRPRRPRPOORRFPOORRPROOR R OOT
PRPRRPRRPRPRPRPRRPRPRORPRORORORRRPRREPRRPRLRRPRORRRORRT
PRRPRRPRPRRPRPRRPRPORPRORORORRPRRPRREPRREPRLRREPROROROROQ

Aparece um zero na coluna 4: ja se denostrou que nom hai inplicagom
| 6gi ca.

Regras de substitucom

€ preciso enprega-las comcautel a

® Se umha proposig¢om conposta p € unha tautologia e senpre que
aparece em p unha variavel q (subproposic¢om de p) a substituinos por unmha
proposi com e (senpre a nmesma), daquela obtenos outra proposicom p* que
tamém é umha t aut ol ogi a.

® Se unha proposi gom conposta p tem umha subproposi¢om g, a qual a

substituinmpbs por outra equivalente qg*, o resultado é unha proposic¢om
composta p* equivalente a p.
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