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Tema 4: Conbinatoéria e Recorréncia

Principio de inclusomexclusom Permutagcons com e sem repetigom
Conbi nagons com e sem repetigcom Fornmulas conbinatérias, teorenmm
bi nom al .

Sucessons definidas por recorréncia. Resolugcom de relagons recorrentes
por iteracom Relacons de recorréncia de ordem superior com coeficientes
const antes. Funcons defi ni das recorrentenente.

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa

Conbi nat 6ri a

| Regras de Conteo Utiles em probabilidade |

- Teorema [regra da multiplicacom

Se a prineira tarefa dum experinmento da conp resultado n;
resul tados possiveis, e ¥%para cada um destes¥ a segunda tarefa
da conpb resultado n, resultados possiveis, entom tenhemse ni;-n,
resul tados possiveis para as duas tarefas xuntas.

A regra da nultiplicacom anplia-se a mmis tarefas sucesivas (por
exenpl o, um experinmento em trés etapas). Os diagramas de arbores som Utiles
para obter a lista de resultados e permiten deternminar o nunmero de el ementos
no espaco nostral dum experi nento.

Exenpl o: Umha enpresa vai construir unmha pranta no oeste e outra no
este. No este hai quatro cidades candidatas e no oeste hai duas cidades
candi datas. Obtenbs o espaco nostral nediante umdi agrana em forma de arvore:

Ci dades candi datas no este: A B, C, D
Ci dades candi datas no oeste: E, F

m >
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—_—
mm mm mm mm
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Espaco nostral = {AE, AF, BE, BF, CE, CF, DE, DF}
O probl ema que ainda resta por resolver é a asignacom de probabilidades
a cada evento do espac¢o nostral, para conpletar o nodel o probabilistico.
Consi deranbs que as oito sel eccons possivei s som equi probabei s:

P( AE) =P( AF) =P( BE) =P( BF) =P( CE) =P( CF) =P( DE) =P( DF) =1/ 8
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Matemética Discreta Tema 4 Combinatéria e Recorréncia 2

P( E) =P( AEE BEE CEE DE) =P( AE) +P( BE) +P( CE) +P( DE) =1/ 8+1/ 8+1/ 8+1/ 8=1/ 2

gual quer interseccom de dous eventos de entre estes quatro

da 4/ porque sO se pode escol her unmha das quatro cidades do
este.

Exenpl o: Um tal her trabalha cada dia com dous notores escol heitos ao
chou dos cinco notores dos que dispon. Os notores 1 e 2 som do proveedor | e
os 3, 4 e 5 som do proveedor Il. O motor 2 ¢é defectuoso. Calcular a
probabilidade de seleccionar o mnmotor defectuoso, e a probabilidade de
sel ecci onar um ou os dous notores do proveedor |I.

S; e S, somos notores sel ecci onados
A°sel ecci onar def ect uoso®(S;=2) E( S,=2)
B°sel ecci onar do proveedor 1°(S;01)E(S, 1)

Di agrama de arvore

1 2
3
4
5
2 1
3
4
5
3 1
2
4
5
4 1
2
3
5
5 1
2
3
4
Espaco nostral ={12, 13, 14, 15, 21, 23, ..., 54}
P(12)=P(13)=...=P(54)=1/20

P(A) =P( 12E21E23E24E25E32E42E52) =

qual quer par intersecado destes oito da &
=P(12) +P(21) +P( 23) +P( 24) +P( 25) +P( 32) +P(42) +P(52) =8- 1/ 20=0" 4
P(B)=P(12E13E14E15 E 21E23E24E25 E 31E32 E 41E42 E 51E52)=14/20=0"7

gual quer par intersecado destes catroce da A&
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Matemética Discreta Tema 4 Combinatéria e Recorréncia 3

[ VARIACONS |

(sem repeticon

O nanero de arranjos ordenados, de r objectos seleccionados entre n
obj ectos distintos, r £ n, esta dado por

n!
Vn,r:Vnr:n( n- 1) .. (n-r+1) = ¥YaYa
(n-r)!

Indica o nimero de aplicagons injectivas dum conjunto A comr el enmentos
noutro conjunto B com n el enent os.

| dei a: Tenhemse n bolas distintas a colocar e r wurnas, rfr. Estanps
contando o numero de formas distintas que hai de pdr umha bola em cada urna.

A prineira urna hai n formas de enché-la, porque di sponhenps de todas as
bol as para pb6r a que queiranps. Quando cheganps a segunda urna umha das bol as
ja a deixanps antes na prineira urna, assi que havera (n-1) formas de encher
esta segunda urna. Repetindo o razonamento até chegar a derradeira urna,
obtenos a série geonétrica. A formula obténp-la do factorial do derradeiro
el emento entre o factorial do prineiro el emento nenos um

Exenpl o: n=5 bol as, cada unmha dumha cor distinta {b ..., bs}
r=3 urnas {u; ..., uz}. Emcada urna vai umha bol a.

Posi bi | i dades u; |[Posi bilidades u, |Posibilidades us
bl b2 b3

b3 b2

b4 b2

b5 b2

Esta tabua sé representa a prinmeira posibilidade de cinco
par a encher a prinmeira ur na. Em total as vari acons
Vs 3=5-4-3=5!/2!=60 jeitos distintos de encher as trés urnas cada
umha com umha das ci nco bol as.

Venps que nas variacons inporta a ordemde sel eccom

[ PERVUTACONS |

(sem repeticons)

Quando falambs do nunero de jeitos possiveis de ordenar n el enentos,
fal anos de pernutacons de n el enent os:

P,=n!'=n-(n-1)...2-1

E o numero de aplicagons bijectivas entre dous conjuntos de n el enent os.
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Matemética Discreta Tema 4 Combinatéria e Recorréncia 4
*Note-se a relagcom coas variagons. Por esta, em alglins textos as
vari agcons chama-se-| hes pernutacons de r elenmentos selecci onados
de entre n ja que se define “arranxo ordenado” conp “pernmutacont .

[ PERMUTACONS COM REPETI COM |

ver nmai s abai xo

[ VARI ACONS COM REPETI COM

de n el enentos tomados de r emr:
VR, ; = VR =n'

€ o nunero de aplicacons desde o conjunto A/ |Al=r no conjunto B /

| Bl =n

[ COVBI NACONS |

(sem repeticon

O namero de subconjuntos (disjuntos) de tamanho r que se poden
sel ecci onar de n objectos distintos, r £n, €

n n! \'Al n(n-1)(n-2)...(n-r+1)
C' = (r) = %%%%%¥Y = %%Ys = ¥%¥YaYaYaYa¥aYaYa¥aYaYaYa¥aYa
rt(n-r)! r! r(r-1)(r-2)...2-1

Venos que nas conbi nagcons nominporta a ordemde sel eccom

I deia: O numero de subconjuntos ordenados era V,,=n!/(n-r)! e conmo o
ninmero de formas de ordenar r elenentos é r! resulta a foérmul a.

Exercicio: Numha proba participan duas nul heres e oito honmes. Dos dez
partici pantes escolheran-se trés. Qual ¢é a probabilidade de escolher
exact amente unmha mul her entre os trés sel ecci onados?

% casos favoraveis: escolher unmha mul her © escol her umha mnul her
das duas e escol her dous hones dos oito.

¥scasos possiveis: escolher trés elenentos de entre dez, sen que
inporte a ordem em que se faga

sol ugom (2) (8)
(1)-(2)
Y¥a¥a¥a = 7/ 15
(10)
( 3)

Exercicio: Unmha série de candidatos estan ordenados em fungcom da sua
aptitude para optar a um posto. A conpanhia contrata a dous opositores de
entre todos ao azar, sen ter em conta as suas aptitudes. Qal ¢é a

probabilidade de que se contrate exactanente a um dos dous prineiros
cl assifi cados na proba?

¥scasos favoréveis: escolher um de entre os dous prineiros °

escol her um de entre os dous e que o outro nom seja de entre os
dous prineiros.
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Matemética Discreta Tema 4 Combinatéria e Recorréncia 5

¥scasos possiveis: escol her dous el ementos dumtotal indefinido n.

sol ugom (2) (n-2)
(H-(1) 4(n-2
% %%Y%Ys = Ya¥a¥aYa
(n) n(n-1)
(2)

[ PERMUTACONS COM REPETI COM |

O nanmero de jeitos de dividir n objectos distintos em k grupos que

contenhen ni, ny ..., ng objectos respectivanente, é
n! k
Y2 Y2Ya¥aYaYa onde S n;=n
ni ny!...ng! i =1

Idea: no primeiro grupo seleccionamse n, dos n elenentos. No segundo
grupo sel ecci onamse n, dos n-n; restantes. No terceiro grupo sel ecci onamse
dos n-n;-n, restantes. Assi sucesivanente até esgotar os n elenentos. De
acordo coa defini comde conmbinacome a regra da multiplicagcom

( n)(n-ng) (n-nz-ny) (n-...-Ny)
(nl)( nz)( N3 )( Nk ) =
n! (n-ny)! (n-...-n.g)!
= NYaYaYaYa - YaYaYVaSaYVaSaYa - ... - YVaYVaVaYVaYaYVaYaVaVaVaYa =
ny! (n-ny) ! nal(n-ng-ny)! Nt (n-. .. -Meg-ng) b
N
0
n! k
= Y2 Y2Ya¥aYaYa onde S n;=n
ni ny!...ng! i =1

Exenpl 0: Temse que repartir 10 enpregados entre 3 postos. O nunero de
prazas para os postos I, Il e Ill som respectivanente 3, 4 e 3. De
guantas formas distintas se pode facer o reparto?

10!
PRC; 43 = %%%% = 4.200 formas distintas
3141 3!
Se trés dos enpregados deben ser asignados ao posto |, qual é a

probabi |l i dade de que isto acontec¢a nunmha asi gnacom al eat 6ri a dos postos?

PR’;- PR'; 4 71/ (3141)
Y0 YaYaYaYa = ¥a¥a¥a¥aYa = 1/ 120
4.200 4.200

» Exercicio: Se um canpionato de liga regular de fuatbol se conpén de 22
equi pas, respostar...
a) Qual é o nunmero de partidos que se disputan se todas as equi pas
tenhem que enfrentar-se a todas as outras esquadras?
b) Qual é o nunero mninb de jornadas necessarias para conpletar o
canpi onat 0?
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Matemética Discreta Tema 4 Combinatéria e Recorréncia 6

Suponhanos que jogam quatro equi pas

a b
c
d
b a
c
d
c a
b
d
d a
b
c

4 x 3 =12 partidos

inporta a ordemja que (a,b) joga-se na casa de a em quanto que (b, a)
joga-se na casa de b. Assi pois o nunero de partidos neste exenplo é:

Vio= 41 | (4-2)! = 4.3.2 ] 2 =12

Polo tanto para 22 esquadras a resposta é:

a) Vo o= 22! [ 20! = 22-21-20! /| 20! = 22-21 = 462 partidos
Em quant o ao nunero ninino de jornadas, tenps que:

462 partidos = [n® partidos por jornada] x [n° jornadas]

Comb som 11 equipas e cada partido o disputam 2 esquadras, em cada
jornada haverd conp méximo (que é o0 que nos interessa para que o0 nunmero de

jornadas seja nminino) 11 partidos. Assi pois:

c) n® jornadas = 462 / 11 = 42 jornadas

Y0 Y0YYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio: Unmha enciclopédia em cinco volunes col oca-se nunha estanteria de
forma aleatdria. Calcular a probabilidade de que a colocacomresulte na ordem
nat ur al

O nunero de formas distintas de ordenar os cinco tonos é 5!

Pol a I ei de Laplace, a resposta é 1/120
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Matemética Discreta Tema 4 Combinatéria e Recorréncia 7

» Exercicio: Unlote de 26 conponentes contén 6 defectuosos. Extrae-se unmha
nostra aleatdéria sen reenprazanento de |ote de 4 conponentes.
a) Qual é a probabilidade de que todos os conponentes sej am nom
def ect uosos?
b) Qual é a probabilidade de obter 2 defectuosos e 2 nom def ect uosos?

a)
(6) (20)
(0)(4) 201/ (4!-16!) 20! - 41 . 22! 20-19-18-17
% %% = Ya¥a¥a¥a¥aaYa = a¥aYaYaYaYaYa = a3 = 0. 32408
(26) 26!/ (4!-221) 26! - 4! .16! 26-25-24-23
(4)
b)
6! 20!
(6) (20) YaYa + YaVaYa
(2)(2) 2141 2118! 6! 20! 41 22!
%%%Ys = Ya¥aYaYaYaYaYaYa = ¥a¥a¥a¥a¥aYs = 0. 19063
(26) 26! 214121 18! 26!
(4) %% %
41 221

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio: Lanzamse 3 dados. Qual é a probabilidade de obter dous uns e um
sei s?

PR 1, 31/ 21 6/ 2 1
%%% = 33 = %Y = 3% = 0.0138
VRs. 3 6° 6-6-6 72

Y0 Y2YY0YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio: Quantas fichas hai num xogo de dom né sabendo que sobre cada
ficha hai dous sinbol os escol hidos do conjunto {0,1,...,6}?

(8)
CR; .= (2)=8!/(2!6!)=87/2=4-7=28

Y0 YYY0YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa

= Exercicio: [V.7] MNunmha sa atodpan-se reunidas 20 persoas. Qual ¢€é a
probabil i dade de que todos tenhan o nesnmo cunpreanos? Quantas persoas deve
haver na habitacom para que a probabilidade de que polo nenos duas de elas
tenham o nmesno cunpreanos seja maior de 1/2?

a)
casos favoraveis: Vzgs 20=365!/ (345! 20!)
casos possiveis: VRses 20=365%°
apl i canos Lapl ace

b)

n=numer o de persoas

(365)
P=(n )/365" b 1-P>1/2 U P<1/2
dando val ores concl Ue-se que n23
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» Exercicio: [IV.14] No interior dum circul o sel ecci ona-se um ponto ao azar
Cal cular a probabilidade de que o ponto esteja nmamis préxino ao centro da
ci rcunferénci a.

Um ponto esta mais preto do centro em fungcom da porgcom do radio r que o
separa do nesmo

casos favoraveis: area da circunferéncia interna (radio r/2) = pr?4

casos possiveis: toda a area da circunferéncia (radior) =pr?
por Lapl ace, a resposta é 0.25

Y0 Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa

» Exercicio: Dous alunos da facul dade acordamreuniremse entre as quatro e as
cinco da tarde na biblioteca. Se anbos chegam de fornma i ndependente e uniforme
em dita hora, e decidem nom aguardar nmais de um cuarto de hora, qual é a
probabi | i dade de que se reunan?

resol ucom grafica

5: 00
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
4: 00 5:00
di vidinos a hora emquatro cuartos: 15 min./60 mn. = 0.25

x=hora a que chega o aluno 1
y=hora a que chega o aluno 2

i maxi nen-se as rectas:
y=x+0. 25 (di agonal por enriba das xxx)
y=x-0. 25 (di agonal por debai xo das xxx)

xxx = area favorabel = 1-(0.75 0.75) = 0.4375 é a resposta
a area possivel é 1

MD Tema 4 Pégina 8



