MD Tema 3: Teoria Elemental de NUmeros

TEMA 3: Teoria El enental de Niuneros

Divisibilidade em Z. Al goritno de Euclides, basico e extendido.
Nimeros prinos. Teorema fundanental da aritmética. Principio de

i nducom Equacons dioféanticas. Congruéncias: teorema chinés
restos, critérios de divisibilidade, sistemas de nunmeragom

»Divisibilidade emZ e Algoritno de Eucli des

- Teorema da di vi som

|Dados a, b1 N, b0, $° g, r T Z/ a=b-g+r Ofr<b

dem
1°) existéncia por inducomemal N

base: 0 para a=0, a=b-0+0 O0£0<b queda denvstrado.
hi pétese: n para n<a, suponps certo o enunci ado.
paso: a para a, hai dous casos possiveis:

se a<b b a=0-b+a Ofa<b queda denpstrado.

se a’b b Ofa-b<ali

a-b=q-b+r Ofr<b y b a=(q+l)-b+r Ofr<b queda denostrado.

hi p6t ese i ndugcom (porque a-b<a)

2°) uni ci dade por reduccom ao absurdo
iq r1 zZ/ a=b-qg+r Ofr<b
Dados a, b1 N, bt0, $ i

q, r' 1 Z/ a=b-q +r' O0fr'<b
Hai dous casos:

sse g<q' P (q-q')-b+(r-r')=0 0 (q'-q)-b=r-r'
Y% %Y Y2 Y Y %% %
Ofr-r'<b g -¢*1 (por hipé6tese g<q')
Y0¥ Y YaYaYaYaYaYaY2YaYaYa
contradiccomb g3q'

se q'<q P (q'-0q)-b+(r'-r)=0 U (g-q')-b=r'-r
Y% %Y Y2 Y Y %% %
Ofr' -r<b g-q'31 (por hipétese g <q)
Y0 YY2Y2Y2YaYaYaYaYaYaYaYaYa
contradiccomb q'3q

entomqg=q" P (q -q)-b+(r'-r)=0b 0-b+(r'-r)=0 b r'=r

O teoremn da divisomgeraliza-se para nameros enteiros:

Dados a, b1 Z b0, $ g, r 1 Z/ a=b-q+r Ofr<|b| |
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MD Tema 3: Teoria Elemental de NUmeros 2

Def.- Dados a, b1 Z b!0, a é miltiplo de b se $ g1 Z / a=qg-b

(r=0).
Def.- d € o maxi no conumdivisor (MC. D.) de a e de b, d=MCD(a, b) se:
1°) dla e d|b (d é "divisor conunt)
2°) sed|aed|bb d]|d (dé "nmaxino divisor")
- Teorena

O maxi no conmum di vi sor é Uni co.

dem (por reduccom ao absurdo)
d' =ntd(a,b) b dla e d|b b d|d 1]
y b d=d
d=ntd(a,b) P d'|aed |bPp d|d b

- Teorema de Bezout

Dados a, b1 N, $ McD(a,b) e é aathb; a, b1 z |

i S = {xa+yb/x, yl Z} U
Consi der anps i y
T d = nenor enteiro positivol S b
?
sS={ld/llz
1°)
n En
| d=I (aa+bb) =l aa+lbb T S
di s
ni n
s S b s=xa+yb; s=q-d+r; OFfr<d
r=s- q- d=xa+yb- q(aa+bb) =(x-qga) a+(y-gb)b T S b
P r=0 b s=g-d
ris;, r<d
20) ?
d = M a, b)

alS b da (a=1-a+0-b)
Ss{miltiplos de d} ysed|aed]|bb d]|d
bl S P d/b (b=0-a+l-b) b

Al goritno de Euclides

Dados n;, n, 1 N, n,t0  ni=n,qg,+ns  O£ns<n,
N>=N303+tN4 0£n4<nj3

MCD( ny, n;) = derradeiro resto nomnul o

(despexando os restos desde o derradeiro ao prineiro).
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- Teorema

dem

- Teorema

dem
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Se pla-b e p é prino b p|la ou p|b

Suponhanos pOa (nom divide) b MD(p, a)=1=aa+bp U b=aab+bpb
b=al p+bpb=p(al +bb) b p|b (suponhenos plb b p|a)

Se a, b somprinos entre si: alme blmb a-b|m

MCD( a, b) =1=aa+bb U mnrmaa+nbb U mrbnmaa+labb U m=(nma+l b) ab
ni ab
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MD Tema 3: Teoria Elemental de NUmeros 4

»NUner os pri nps

»Principio de i nducom

Principio de InducomFinita

Seja P(n) umha proposi com sobre enteiros positivos (N):

1°) Conprova-se para o prinmeiro enteiro positivo, P(1).
2°) Sendo n 3 1, supomse certo para P(n).
3°) Denobstra-se para P(n+1).

Ent om cunpre-se para todos os enteiros positivos.

Unrha variagcom possivel é que a propriedade se dé dumenteiro positivo k em

adi ante, sendo esse enteiro k > 1. Este canbio nom afecta a validez do
razonanento e porém o procedi nento segue sendo o0 nesno:

1°) Conprova-se P(k) certo.
2°) Sendo n 3 k, supomse certo para P(n).
3°) Denobstra-se para P(n+1).

Exercicio 3.1

Comprovar a seguinte afirmacom

32n%-1=8"nl1 N

1°) P(1)°3%-2.1%1=3-2-1=0=8-0 b nmultiplo de 8 c.q.d.

2°) Suponps certo P(n)°3"-2n?% 1=8k para al gum ki N.

3°) P(n+1)°3™2(n+1)2-1=3""1 2(n*+2n+1) - 1=3"*- 2n?+4n- 3=
=3( 3" 2n* 1) +4n*+4n=3. 8k+4n’+4n sendo ki N

por hi po6tese de i ndugom
Agora o0 que resta por denpbstrar € que 4nz+4n=é

1°) P (1)°4-1%+4-1=8 b miltiplo de 8 c.q.d.

2°) Suponps certo P' (n)°4n?+4n=8k' para al gumk'T N.

3°) P (n+1)°4. (n+1)2+4. (n+1) =4. (n*+2n+1) +4n+4=
=4_r12+8n+4+4_n+4=8k' +8n+8=8(k°+n+1) b miltiplo de 8.

por hipo6tese de i ndugom

Exercicio 3.2

Comprovar a seguinte afirmacom
1%+2%+. .. +n’=[n- (n+1) - (2n+1)]/6 " n 1 N
1°) P(1)°1%=[1-(1+1)-(2-1+1)]/6 U 1=6/6, é certo.
2°) Suponps certo P(n)°12+2%+. .. +n’z[n-(n+1)-(2n+1)]/6

3°) Tenbs que denostrar que:

P(n+1)°1%+2%+. . . +(n+1)%=[ (n+1) - (n+2) - (2n+3)]/ 6
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MD Tema 3: Teoria Elemental de Nimeros 5
12+22%+. .. +n?+(n+1)%=[ n- (n+1) - (2n+1) ]/ 6+(n+1)?=
por hi pét-ese de i ndugom
n-(n+1) - (2n+1) +6- (n+1)2 (n+1) [ n- (2n+1) +6- (n+1)]
VoYYV YaYaYa 3/463/4 VoYVoYVaYaYaYs = YaVaYaYaYa 3/43{343/4 VoY YaYaYaYa
=[ (n+1) (2n*+n+6n+6)]/ 6=[ (n+1) (2n*+7n+6)]/6

e este Oltim resultado é igual a [(n+l)-(n+2)-(2n+3)]/6 c.q.d. ja
que (2n+3)-(n+2) val o nesmo que (2rf+7n+6).

Exercicio 3.3

Comprovar a seguinte afirmacom
1(11)+2(2!)+...n(n')=(n+1)!-1" n1 N

1°) P(1)°1(1!')=(1+1)!-1 certo.

2°) Supomse certo 1(1!)+2(2!)+...n(n!')=(n+1)!-1 para umni N.

3°) Tenps que denostrar que se cunpre:
1(1)+2(21)+. .. (n+tl)[(n+l) ! ] =(n+2) ! -1

1(1)+2(21)+. .. (n+) [ (n+1) ! ] =(n+1) ! - 1+(n+1l) [ (n+1) ! ] =
=(n+1)! (n+1+1)-1=(n+2)!-1 c.q.d.

Exercicio 3.4

Comprovar a seguinte afirmacom
1+3+5+. .. +(2n-1)=n* " n 1 N
1°) P(1)°1+(2-1-1)=1?
2°) Supomse certo 1+3+5+...+(2n-1)=rf
3°) Tenps que denostrar que se cunpre:

1+3+5+. .. +(2n- 1) +(2n+1) =( n+1)?

1+3+5+. .. +(2n- 1) +(2n+1) =n’+(2n+1) =(n+1)? c. q. d.

Def i ni cons recursivas para definir umconceito sobre N

Exenpl os:
- poténcias: x'=x; x"'=x"x
- factorial: 1!'=1; (n+l1)!=(n+1):n!
- n°s de Fibonacci: x;=0; X>=1; Xp+1=Xn+Xn-1

1°) Define-se um caso base.

2°) Medi ante a recursom define-se o conceito para um paso qual quera
supondo-o j& definido para o paso anterior (suposto o conceito
definido para n, defini-lo para n+l).
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MD Tema 3: Teoria Elemental de NUmeros 6

A validez do pricipio de i ndugcom basea-se na defi ni com axi oméati ca dos

ndnmer os naturais:

Def.- O conjunto N define-se axi omati canente cono:
um conj unt o nom vazi o.
dot ado dumha apli cagcom sucessor S:N®N que verifica:

i) S é injectiva.
ii) 1 nom é sucessor de nengum el enmento, e recebe o
none de "prinmeiro el emento”.
iii) Se AT N & tal que 1 1T A e se se cunpre a
inplicagom"n 1 NP S(n)1 A", entomA = N
O principio de i ndugom basea-se no apartado iii) desta defini com axi omética

dos naturais:

A={nl N P(n)}

base de i ndugom

hi p6t ese de i ndugom

Exercicio 3.5

i) 1TAU P(1)
ii) Se nl AUP(n) P n+1l AU P(n+1)

paso i nductivo

Denostrar n®+2n=3 " n 1 N

i) n=1 b P(1)°1%2.1=3 b miltiplo de 3 c.q.d.
ii) P(n)°n*+2n=3k para al gum ki N.
iii) (n+1)3+2(n+1)=3k' para al gum k'l N?

n*+3n°+3n+1+2n+2=n°+3n*+5n+3=3( n°+1) +3n+2n+n°

Exercicio 3.6

Trivialmente 3 Por hi pot ese 3

Denostrar a Lei de DeMorgan (ACB)' =A' EB' sobre n
conj unt os:

i) n=2 b P(2) certo. Ver Tema 1 Aptdo "Propri edades das
operacons sobre conjuntos".

i) (AICAC...A)' =A"EA E... A’ por hipétese.
iii) Demostrar (ACAC...ACAw)" =A' EA' E. .. A’ EA

A EAY E. . A EAL

(A EAE... AY)EAW

(_Alc;Azc;- . A) " EAG

(ACAC. .. ACA)'

pol a associ ati vi dade da interseccom
pol a hi p6tese de i ndugomii)

pol a base de i ndugomi)

MD Tema 3 P4gina 6



MD Tema 3: Teoria Elemental de NUmeros 7

»Equacons di of anti cas

Dados a, b, ¢ 1 Z Q procuramps a existéncia de x, y 1 Z na
expr essom segui nt e:

a-x + by =¢

Sejama, b, n ndneros enteiros; a equacom lineal ax+by=n tem
sol ugom enteira Xo, Yo

se e sO se

ncd(a,b) | n.
dem "0U"
Chamanos d = ntd(a, b)
i se n=0 b Xxp=yo=0
dnbi
i se nt0 b dl=n; d=ntd(a,b) b d=ax;+tby; b
b dl =n=al x;+bl Y1 b Xo=l X4, y0=| Y1 0 on(n/ d)Xl, y():(n/ d)yl
Dado que Xx;, y; somenteiros e que d divide a n, X, Yo som
enteiros c.q.d.
"

axoptbyo=n onde Xy, Yo SOm enteiros.

Sendo d=ntd(a,b), dla e d|b b dl=a, dn=b onde |, menteiros b
dl xotdnyo=n b d(Ixe+nyo)=n P d|n c.q.d.

»Congr uénci as

Definicom Seja m > 0, dados a, b 1 Z direnps que a e b som
congruentes nmbdulo mse e sO se a-b é divisivel por m

Not agom
a°bmd(mMmUm| ab
a°®b(m
ac°,b

a°bmd(mM U a-b = mk para algum enteiro k U a = b+mk para
algumk 1 Z.

MD Tema 3 Pagina 7



MD Tema 3: Teoria Elemental de NUmeros 8
- Teor ema

Fixado m > 0, cada a1 Z é congruente com um dos enteiros 0, 1, 2,
., ml e s6 um

dempstracom (al goritno da divisom:

a=qgm+r OE£r <m
a-r = gmb m| a-r P a®°r nod m
r € o nmenor residuo nom negativo de a mddulo m o que nom é nai s que
a modul o m
Defini¢com O conjunto dos enteiros 0, 1, 2, ..., m1l chanma-se conjunto de

namer os resi duos nom negati vos nddulo m

Seja {a;, a ..., a, coleccom conpleta de residuos nmbdulo m se cada

enteiro é congruente comum s6 dos valores g 1 £i £ mnmddulo m equival a
di zer que cada & € congruente nddulo m com um valor distinto do conjunto
{o, 1, 2, ..., m1}.

Exenpl o: {49, -24, 18, -19, 28, 46, -5, -15} ¢é coleccom conpleta de
residuos nmbdulo 8 (ao dividi-los por 8 obtémse restos distintos entre 0 e
7).

- Teor ema

Sejama e b1 Z Daquela a® b nod mU ao dividir a e b por m se
obt ém o mesno resto.

dem
n p n a p—
b

1
o O
N
33
= =

a-b = (qi-q2) -mtr-r O m| (a-b) U a®° b nmod m

"U" a=0qymr; 0£r;<m
b go-mtr, O £r1r, < m

a®’®r;ynmodm u
b°r, mod m yry=r,
ac°hbnmdm b

MD Tema 3 P4gina 8



MD Tema 3: Teoria Elemental de NUmeros 9

»Si stemas de nuneracom

341,0=3- 10°+4- 10*+1- 10°
2810=1- 2*+1. 2%+1. 2%+0- 2'+0- 2°=11100,
2810=4- 7*+0- 7°=40;

- Teoremn
Seja b um ndnero natural b®2 que chanmarenps base. Entom todo

namero m1 N (i.e. expressado em base dez) pode-se escrever de
nmanei ra Unica embase b do jeito seguinte:

m = ay- b*+a, .- b+, .. +a;- b+ag

para algum k30 com Ofaj<b "i=0,1,...,k (os digitos usados na
base b vamde 0 a b-1)

denmpstracom
exi st énci a
n = m-b+a, 0£ap<b
m = m- b+a; 0fa;<b
m = my- b+a, 0f£a,<b

n>m>ms>. . .
Pol o principio de boa ordenagcom esta cadeia de naturais temum
prinmeiro elemento (aqui derradeiro, o menor).

Seja m o derradeiro elenmento da |ista.

m = 0-b+ay Ofak<b
e at0 porque senom m seria cero

Y
se nomfora cero poderianps dividir de novo

n = m-b+a, = (m:-b+a,)-b+a, = m: b’+a;- b+a, = (m:- b+a,) - b>+a; b+ag

= my b’+a, b?+a;-b+ay, = ... = ag bf+a, ;- b+, . . +a, b%+a;- b+a,
uni ci dade

Suponps que se pode expressar de duas formas:

n = ag bX+a, ;- b+, . . +a,- b%+a;- b+a, Ofa; <b

n = cg bX+cy ;- b M. .. +cyor b?+Cy- btcy 0fc; <b

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
0 = (@& Ck) - b+(ak-1- Ck.1) - b '+ .. +( @i~ c1) - b+( &0 Co)
onde
b| 0 a
y b
bl (ak- ci) - b*+(ak-1- 1) - ¥ M. .. +(as-c1) - b p

=] bl (ao- Co) u
y b ag-co=0 0 ap=Co
O£ag, co<b p

ent om
a- b*+a, - b+, .. +a,- b’+a;- b

Cy- b*+c 1- b+, .. +c,- bP+cy- b
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de onde se tem que
ay bk— 1

Cr- b Mci 1 bY 2+, . . +c,e btcy

+a, - b?%+. . +a, b+a

repite-se o razoanento e deduz-se que a&=c;

em k+1 i teracgons denostra-se gue a =C; "0,1,...k e
conseqientemente a uni ci dade da expressom

Al goritno cal cul o ordenador

n° a, nod (b)
(n-ag) ° a, nod (b?)
(n-ag-a;-b) ° a, nod (b?)

hbtagoﬁ.

- Teor ema

n10=( g, dk-1, - . . , A2, A1, ao) b

ou si npl esnent e

n10=( akak-1. - - azalao) b
Para bases superiores a dez b>10, usamse letras para
significar os digitos; e.g. na base hexadeci mal (b=16) os
digitos som1,2,3,...,9,AB,...,EF

Nom senpre os nUmeros que nanej anbs som sumat 6ri os de pot énci as

da nesma base. Por exenplo nas mnedi cons de tenpos as agrupacons
som em 60 segundos, 60 m nutos, 24 horas, 7 dias, 52 semanas.

Seja {bg, by, by, ..., by onde " b;j32, ao conjunto chamanos-| he base
nil ti ple. Todo natural n se pode escrever de fornma Unica cono:

n = apgtaj- botas: (bl bo) +... +am|.1( bo- by ... - bng
com Ofa;<b; i=0,1,..., m
e algum g0 j=0,1,..., ml

exenpl o para tenpos:
s = s+m 60+h- (60- 60)
Exenpl o:
expressar 5.427 segundos em uni dades méxi mas

5.427 | 60- 60 =b;- bp=mi nut os, segundos
1.827 15 =as=hor as

27 | 60 =bg=segundos

27 0 =a;=m nut os

=ap=segundos

5.427[s] = 27[s] + 0-60[nj + 15 (60-60)[h]
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MD Tema 3: Teoria Elemental de NUmeros 1

Exerci ci os

a)
b)
c)
d)
e)

a)

b)

34.

d)

Escrever o nunero 1.302; em fornma deci mal .
Escrever o nunmero 34.350 em base 13.
Resol ver a ecuacom (7.210)g=Xs

Denostrar que 121,=[ m+1]?,, [n#3 por guari snos]
Expressar 169, em base 10 [n¥10 por guari snos]

Escrever o nunero 1.302; em fornma deci mal .
1.302,=1- 73+3- 72+0- 7+2. 7°=343+147+0+2=492,,
Escrever o nunmero 34.350 em base 13.

34.350 |13

4 2642 |13

3 203 |13

8 15 |13
2 1
35010=12. 83413
Resol ver a ecuacom (7.210)g=Xs

7.2104=7- 83+2- 82+1- 8=3. 7204,

3.720 |5

4 148 |5
3 29 |5
4 5 |5

7.2105=104. 3405
Denostrar que 121,=[ mt1]?,, [n#3 por guari snos]

“n$3 por guarisnps” quer dizer que conb em 121 conp naxi N
guari snb que aparece é o 2 a base h&a de ser polo nenos 3.

1. nf+2- mrl=nf+2mr1=[ m+1] 2
Expressar 169, em base 10 [n¥10 por guari snos]

“n$10 por guarisnps” quer dizer que conb em 169 aparece conp
maxi no guarisnb o 9 a base ha de ser polo nenos 10.

1- nf+6- m9=[ m+1]?
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MD Tema 3: Teoria Elemental de NUmeros 12

CAMBI OS DE BASE ENTRE b E b

De b a b" fam se agrupando de r emr digitos (enpecando pola direita,
claro!)

Por exenmpl o, para passar 1110111011011000% a base 8, hai que agrupar
e 3 em3 cifras ja que 8=2°

11101110110110001,=11, 101, 110, 110, 110, 0015=3566614

Por exenplo, para passar 1110111011011000L, a base 16, hai que
agrupar de 4 em4 cifras ja que 16=2

11101110110110001,=1, 1101, 1101, 1011, 0001,,=1DDB1,6

De b" a b famse substituindo cada guarisnmo pola sua representacom na
base b

Por exenpl o, para passar CD10A2 a base 2, substitui-se cada guarisno
pol a sua representacom em base 2

CD10A2,,=1100, 1101, 0001, 0000, 1010, 0010,=110011010001000010100010;,
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MD Tema 3: Teoria Elemental de NUmeros 13
>»Critérios de divisibilidade
t

Seja n umnunero natural n= S a - 10 (a somas t+1 cifras de ny)
i =0

Est udarenos a divisibilidade de n por umnudnero natural K2

Consi derenbs 0s restos obtidos ao dividir as sucesivas poténcias de
10 por umnanmero natural k¥2. Os restos denotanp-los por r; Ofi £t

10°= 1 nmod(k) °rg (rosera senpre 1)
10'= 10 nod(k) °r,
10°= 100 rod(k) °r,

10'=10...0 mod(k) °r;

t t
dado n= S a;-10' ° ( S a-r; ) nod(k)
i =0 - i=0
1
propri edade das congruénci as

t
n é divisivel por k U ( S a-r; ) nod(k)°0
20

t
U S a-r; é divisivel por k

i =0
Exenpl o:
n=119=1- 10*+1- 10+9 119 é 7x17
k=5
10°= 1 mod(5) °re=1
10'= 10 nod(5) °r,=0
10°= 100 nod(5) °r,=0
t
Sa-r; =1 0+1-049-1=9 nmod(5)*0 P 119 nom é divisivel por 5
| =
k=6
10°= 1 mod(6) °re=1
10'= 10 nod(6) °r,=4
10°= 100 nod(6) °r,=4
t
Sa-r; = 1 4+1.-4+49-1=17 nmod(6)*0 P 119 nom é divisivel por 6
| =
k=7
10°= 1 mod(7) °re=1
10'= 10 nod(7) °r,=3
10%= 100 nod(7) °r,=2
t
Sa-r; =1 2+1-3+9-1=14 mod(7)=0 b 119 sim é divisivel por 7
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MD Tema 3: Teoria Elemental de NUmeros 14

Casos particul ares de divisibilidade

= Divisibilidade por 3
n é divisivel por 3 U a suma das suas cifras é miltiplo de 3

10°= 1 mod(3) °re=1
10'= 10 nod(3) °r,=1
10= 100 nod(3) °r,=1

10'=10. .. 0 mod(3) °r;=1
t . t t

"n, n=S4a-10"' ° ( Sa-r; ) md(3) = ( Sa ) nod(3)

i =0 i =0 i =0
Ex. E 51 divisivel por 3?

5+1=6, é nmiltiplo de 3 b 51 é divisivel por 3

E 86 divisivel por 3?
8+6=14, nomé miltiplo de 3 b 86 nom é divisivel por 3
= Divisibilidade por 4

10°= 1 nod(4) °ro=1
10'= 10 nod(4) °r,=2
10%= 100 nod(4) °r,=0
10°= 1000 nod(4) °r,=0

10'=10...0 nod(4) °r;=0 " {32
t

n, n=S a-10 ° ag- 1+a;-2 nod 4
i =0

né miltiplo de 4

(e}

a cifra das uni dades sunmada con duas vezes a das
dezenas é miltiplo de 4

(e}

"0 numero formado pol as suas duas derradeiras cifras
(a direita) é miltiplo de 4

*ao' 1+a;- 2 ° ap+a;- 10
=»Di vi si bilidade por 7

10° mod(7) °ro=1
10' nmod(7) °r,=3
10? mod(7) O°r,=2
10° mod(7) °rs=6 °q 7 —1
10* mod(7) °rs=4 °g 7 -3
10° mod(7) °rs=5 ©ppq 7 -2
10° mod(7) °re=1
10" nmod(7) °r,=3
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10® nmod(7) °rg=2

t
n=S a-10 é divisivel por 7
i =0
U ag+3-a;+2-a,-as-3-a4-2-as... € divisivel por 7

Exenpl o:
€ 38.024 divisivel por 7?

1.4+3.2+2.0-1.8-3-3=-7 ¢ divisivel por 7 b 38.024 tamém
t

n=S a-10 é divisivel por 7
i =0

(e}

n-2-aop € divisivel por 7

t
S a-10"* é divisivel por 7
i =0

(e}

(apl i ca-se recursivanente)

Exenpl o:
€ 38.024 divisivel por 7?

3.802 -8 ® 3.794 ® 379 -8 ® 371 ® 37 -2 ® 35 =7-5
P simé divisivel 38.024 por 7

Exer ci ci os

Probl ema 1. Escrevam se em base 10 os segui ntes numeros:
3.541,
58. 321,
101. 111,

Resposta 1.
3.541,=3- 7°+5- 72+4- 7+1=1. 303y,
58.321,,=5- 12*+8- 12°+3. 12%+2- 12+1=117. 961,
101. 111,=25+23+22+2+1=47,

Probl ema 2. Res6l vam se as segui ntes ecuacgons:
a) 1245=Xx,4
b) 132,=330s

Resposta 2.
a) 1245=5%+2- 5+4=39,,

39 @
3 4
1245=439
b) 330s=3-5%+3-5=90,o
-3+0 9-4. (-88) -3+19 8
x2+3x+2=90 U x%+3x-88=0 U X= ¥%%%¥%%%¥a¥¥s = %¥a¥ = |
2 2 7-11

3305=1324
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Probl ema 3. Cal cul e-se
a) 13+23+33
b) 43-21
onde todos o0s nuneros estam expressados em base 5.

Resposta 3.
a) uni dades: 3+3+3=9, em base 5° 14, 4 unidades e |levanos 1
dezenas: 1+2+3=6, em base 5 ° 11, muis 1 que |evanps das
uni dades ® 12

resposta: 135+235+335=1245
comprovagcom (5+3)+(2-5+3) +(3: 5+3) =8,0+13,0+18,0=39,,=5%+2- 5+4
b) 1 - |l evanpbs no produto

43

x21

%% %

11 - | evanbps na summ
43

141

%% %

2003

Probl ema 4. Denobstre-se que um enteiro em base 7 é par se e s6 se a
suma das suas cifras é par.

Resposta 4.
Ni0=4a,; * 7i +. .. +as- 72+a1' 7+ao
7 mod(2)°1 b 7% nod(2)°1, ..., 7' mod(2)°1

Ny nmod(2)%a;+...+a+ta;tag P a paridade de n é a paridade da sunma das
cifras

Probl ema 5. Prove-se que todo numero natural se pode escrever de
jeito danico da forna:

n=ap+3- a;+3% a,+. . . +3% a,
para al gum k, onde &=-1,0,1 para i=0,1,...,k
Resposta 5.
Todo natural se pode expressar em base 3:
N=Co+3- c1+3% Co+. .. +3“ - cp

Considerenmps o prinmeiro ¢=2, para i=0,1,...,j-1 consideranos
ai=b; e conp ¢;=3-1 tenos que

3. c;+3 " ¢jaa=(-1) - 3 +(cj+1) - 3

polo tanto tomanos ¢j=-1
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Segundo os valores que tonme ¢+l distinguinos diferentes
casos:

-se é 3 daquela (¢+1)-3""=3"2 b tonmanos aj.;=0
-se é 2 daquel a procéde-se conp antes se fiz
-se é 1 daquel a g +1=Cj++1

A continuagom procede-se do nesnp nodo co coeficiente Gg.+1 ou
bj.» segundo os casos e assi sucessivanmente se chega a expressar n na
forma desejada onde k é k' ou k’+1 segundo se o terno que aparez con
3 seja 0, 1 ou 2.

Pr obl ena 6.
a) Achemse os critérios de divisibilidade por 14 e por 9
b) Apliquemse estes critérios para obter a cifra designada por
x tal que o nunero 68x062 seja divisivel por 126

a) n=10'a;+. .. +10%a,+10a;+a, é divisivel por 9
0]
ria+...+rpa+ria;+roa, € divisivel por 9

onde 0os r; som

1 nod(9)=1=r,
10 nmod(9)=1=r,
100 nod(9)=1=r,
1000 nod(9)=1=r3

concl usom

n=10'a +. . . +10%a,+10a;+a, é di vi sivel por 9
0
a suma das suas cifras é divisivel por 9

n=10'a +. . . +10%a,+10a,+a, é divi sivel por 14
0]
riaj+...+rpa+ria;+roao € divisivel por 14

onde 0s r; som
1 nod(14)= 1=rg

10 nod(14)=10=r,

100 nod(14)= 2=r,

1. 000 nod(14)= 6=r,

10. 000 nod(14)= 4=r,
100. 000 mod(14)=12=r5
1. 000. 000 mod(14)= 8=r

10. 000. 000 nod( 14)=10=r,
100. 000. 000 nod(14)= 2=r,

1.000. 000. 000 mod(14)= 6=r 4
10. 000. 000. 000 nod(14) = 4=ry,

n=10'a +. . . +10%a,+10a;+a, é divi sivel por 14

U
apt+l10a,;+2a,+6astd4as+12as+8ag+. .. € divisivel por 14
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b) 126=14-9
126 é divisivel por 9 daquel a:
6+8+x+0+6+2=9y b 22+x=9y

conob x ha de ser um nunero de umha soa cifra provanops

22+0 nomé miltiplo de 9
22+1 nomé miltiplo de 9
22+2 nomé miltiplo de 9
22+3 nomé miltiplo de 9
22+4 nomé miltiplo de 9
22+6 nomé miltiplo de 9
22+7 nomé miltiplo de 9
22+8 nomé miltiplo de 9
22+9 nomé miltiplo de 9
22+5 simé miltiplo de 9
entom x=5

126 é divisivel por 14 daquel a:
2+10- 6+2- 0+6- x+4- 8+12- 6=14z b 166+6x=14z
conprovagcom 196=14-14

Probl ema 7.
a) Achemse os critérios de divisibilidade por 4 e por 13.
b) Apliquemse estes critérios para determnar o maior nunmero
de seis cifras divisivel por 4 e por 13.

Respost a

a) n=10'a;+...+10%,+10a,+a, é divisivel por 4

i@ +. .. +roax+triastroay € divisivel por 4

onde 0s r; som

1 nod(4)=1=r,

10 nod(4)=2=r,

100 nod(4)=0=r,

1. 000 nod(4)=0=r3
10. 000 mod(4)=0=r4

conclusom um nanmero € divisivel por 4 se e sO se 0 € 0O
nuanero resul tado de sumar as uni dades e o dobre das dezenas.
n=10'a +. . . +10%a,+10a;+a, é divisivel por 13

U
riaj+...+rpa+ria;+roae € divisivel por 13
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onde 0s r; som

1 nod(13)= 1=rg

10 nod(13)=10=r,

100 nmod(13)= 9=r,

1. 000 npd(13)=12=r3
10. 000 nod(13)= 3=r,4
100. 000 nmod(13)= 4=rg

1. 000. 000 mod(13)= 1=r

10. 000. 000 nod( 13)=10=r

100. 000. 000 nod(13)= 9=r,

1. 000. 000. 000 nod(13)=12=r,
10. 000. 000. 000 nod(13)= 3=r,

c) n=10%a+10°b+10%c+10%d+10e+f =(“ abcdef ") 10
2e+f =4k
f +10e+9d+12c+3b+4a=13k’

suponmos n=9999%ef b f+10e+5=13k’

i ros provando as dezenas e=9,8,7,... até que se cunpran as
duas condi ¢ons:

e=9 b 2-9+f=4k b f=5-4k=5-4=1 b 1+90+5=13k’ nom

e=8 b 2-8+f=4k b f=3-4k=... nom

e=7 b 2-7+f=4k b f=14-4k=

e=6 b 2-6+f=4k b f=12-4k=12-4-3=0 b 60+5=13k’ =13-5 sim
n=999960

Problema 8. Considere-se o nuamero 1234567891011...100, onde os
ndmer os escritos som os naturais do 1 ao 100 sem espacos entre eles
Est ude-se se n é divisivel por 9.

Resposta 8.
n=10'a; +. . . +10%a,+10a;+a, é di vi sivel por 9
0
a suma das suas cifras é divisivel por 9

1,2,3,...100 é unha progressomaritmética do seguinte jeito:
1 11 1x1
2 3 12 1x3
3 6 123 2x3
4 10 1234 2x5
5 15 12345 3x5
6 21 123456 3x7
7 28 1234567 4x7
8 36 12345678 4x9
9 45 123456789 5x9
10 55 123456789010 5x11

ii se i é inpar
i

s 1234...i si=(i DIV 2) X
C. C. C. 1i+l se i é par
100  s300=(100 DIV 2)x(101)=50x101=5. 050
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entom

1234...100 é divisivel por 9
se e sO se
5.050 é divisivel por 9

se e sO se - recursivanente
10 é divisivel por 9

resposta: 1234...100 nom é divisivel por 9

Probl ema 9. Dado um nuUnmero natural n=aa;.;...a;a, denostre-se
a) n é divisivel por 2 se e s6 se & € par.
b) n é divisivel por 4 se e s6 se 0o nUnmero aap 0 €.
c) n é divisivel por 5 se e s6 se & € 0 ou 5.

Resposta 9.
a) n=10'a;+. .. +10%a,+10a,+a, é divisivel por 2
0]
ria+...+rpa+ria;+roa, € divisivel por 2

onde 0s r; som

1 nod(2)=1=r,

10 nod(2)=0=r,

100 nod(2)=0=r,

1. 000 nod(2)=0=r3
10. 000 mod(2)=0=r4

entom

n=10'a +. . . +10%a,+10a;+a, é di vi sivel por 2
0]

ap é divisivel por 2

0]

ap é par

b) n=10'a +. .. +10%a,+10a;+a, é divisivel por 4
0]
riaj+...+rpa+ria;+roao € divisivel por 4

onde 0s r; som

1 nod(4)=1=r,

10 nod(4)=2=r,

100 nod(4)=0=r,

1. 000 nod(4)=0=r3
10. 000 mod(4)=0=r4

entom

n=10'a +. . . +10%a,+10a;+a, é divi sivel por 4

U

2a;+ap € divisivel por 4

0 - 10 nod(4)°2
10a;+ao € divisivel por 4

0]

a;ap € divisivel por 4
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c) n=10'a;+...+10%,+10a;+a, é divisivel por 5
0]
ria+...+rpa+ria;+roa, € divisivel por 5

onde 0os r; som

1 nod(5)=1=r,

10 nmod(5)=0=r,
100 nod(5)=0=r,

1. 000 nod(5)=0=r3;
10. 000 mod(5)=0=r4

entom

n=10'a +. . . +10%a,+10a;+a, é di vi sivel por 5
0

ap é divisivel por 5

0

a, € 0 oub

Pr obl ema 10.

a) btenha-se unmha geralizagcom do critério de divisibilidade
por k dum nimero enteiro n escrito em base b, e conp
conseqiénci a:

b) otenha-se umcritério de divisibilidade de ny por 8.

c) Estude-se se 53.286y é divisivel por 8.

Resposta 10.
a) n=b'a+...+b%a,+ba;+a, é divisivel por k
0]
ria+...+roa+ria;+roao € divisivel por k

onde os r; som r;=b' nod(k)
b) n=9'a+...+9%,+9a;+a, é divisivel por 8
0

ria+...+rpa+ria;+roa, € divisivel por 8

onde 0os r; som

19 rTDd( 8) =1=r 0 19=( 90) 10

10, nod(8)=1=r, 10=( 9%) 1

100s nod(8)=1=r, 1004=( 92) 10
ent om

n=9' a +. .. +9%a,+9%9a,+a, é divi sivel por 8
0
a suma das suas cifras é divisivel por 8

C) 5+3+2+8+6=24, 24 nod(8)=0 b 53.286, é divisivel por 8
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