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TEMA XI'V: | NTERVALOS DE CONFI ANZA

Intervalo de Confianza

A estimacion puntual dun parametro, desenrolada no tema anterior, permite-nos calcular un valor para ese
parametro, pero non precisa o grau de certeza de dita estimacion. Agora imos ver como se fai para
calcular un intervalo tal que, escollendo unha probabilidade prefixada, o verdadeiro valor do parametro se
atope nese intervalo.

Intervalo de Confianza para o Parametro q con Nivel de Confianza 1-a

€ o intervalo [qy,02] tal que os vaores g;,0. (que dependen da mostra) se calculan de maneira que, se
construimos muitos intervalos ¥ cada un deles a partir dunha mostra diferente¥s o (1-a)-100% deles
contera o verdadeiro valor do parametro g.

Ex.
a=0.10 b se obtemos 100 intervalos, cada un dunha mostra distinta, 90 deles conteran o valor
verdadeiro do pardmetro q.

Fixado a, para achar gy, g, necesita-se un estatistico pivote w=g(q.x"), varidbel aleatéria funcion do
parametro e da mostra cuia distribucion é cofiecida. O estadistico pivote é v.a. continua e monétona respeito ag.

E posibel achar a, b/P(afg(q.x® )£b)=1-a por ser continua e monétona P(g*(ax®)EqEg (bx"®))=1-a e
chamando q,=g™*(a,x®), 0,=g™(b,x®) obtén-se o intervalo de confianza [qy,0,]/P(0:£q£02)=1-a

Problemas: q-"Amv
1°) Como achar w=g(gx")?Paran® ¥: w=%%%% 1 N(0,1)
s("qmv)

2°) Como son a e b? Tales que o interval o tén lonxitude minima
sexa simétrica ou asimétrica tomamos interval o centrado (a/2 a cadalado)
3°) Como elexir a? Arbitrariamente, segundo a precision desexada.

(1) Intervalo de Confianza para a M édia mdunha Povoacion Normal*

...cofiecendo a varianza povoacional: xI N(ms), s cofiecido

g=m ~g="x; ~xI_N(ms/O); w="x-mi(s/n)i N(0,1)
P(-Za/2EWEZa0)=1-a onde z,/./P(2>2.1)=al2; zI N(0,1)

*X-s/0n-zyEE X+s/On-zy)0

..descofiecendo a varianza povoacional: xI N(ms), s descofiecido

g=m ~g="x; ~xI N(m~Ag/On); w="x-m(*s/O)1_t,,4
P(-ta2EWELy0)=1-a onde ta/P(t>t.0)=a/2; i t,q

h X-ASn_J_/O'] 'ta/zn_lﬁnf‘ X+ASn_1/O'1 'ta/zn_l

[*S1=Sn1 NA
calculadora]
nota: 330 b wi N(0,1) substitlie-se' s por s
*se apovoacion non € normal, o |.C. é aproximado e non exacto como até este ponto.
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(1) Intervalo de Confianza para a Desviacion Tipica

(2)...cofiecendo amédiam

0 Si:ln (Xi'rr)2 ) Si=1n (Xi-n')2
03%%3%%3 |, 0%%3uY¥a
o) in,l-alz O in,alz

(2)...descofiecendo amédiam

) Si=1n (Xi" X)Z 0] Si=1n (Xi" X)2
03%%3%%3 |, 0%%3uY¥a
O Xnvraz2 OXoian

(111 Intervalo de Confianza par a a Difer éncia de M édias dunha Povoacién Normal

(1)...varianzas iguais
x.® =(X11.X21,---,an)TA N(m,s)
X5" =(X12.X22,---,Xm2)| N(m,s)

(1A)...e cofiecendo s
11 N(m,s/On)
*Xol N(m,s/Om)
P X1 Xl N(m-m,Qs%/n+s%/m))

(M-my)(" X1~ X2) R
W= 32%0%0%%%% | N(O,l)
O(s¥n+s?m)

(1B)...e descofiecendo s
estima-se a partir das cuasivarianzas mostrais:

(n-1) "4 +(m-1) s
*"321: Y% %% YY1 ¥ Ya
n-1+m-1

(M-m)(* X1- X2) R
W=34%%% %Y | thimo
O (" In+7s4/m)

(continua)
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(cont.) (11) Intervalo de Confianza para a Diferéncia de M édias dunha Povoacién Normal

(2)...varianzas distintas
Xl® :(XlllXle---rxnl)]; N(nLS l)
X2® :(XlZIXZZI---yme)I N(TTLSZ)
(2A)...e cofiecendo s, S;
: X]_T N(TT]_,S 1/01)
: Xzi N(rTﬁ,Szlon)
P xi- xol N(m-m,(s:%/n+s,%/m))
(m-m) - ("xa-" )
W= 32%0%0%%%% | N(O,l)
O(s4n+s,4m)

(X=y) % ZapQs 1 /n+s,7/m]

(2B)...e descofiecendo s .S,
= supofiendo que son iguais

(xy) = ™™ QD s H(M1) s ))/(n+m-2)]
Jun+1/m]

= con tamafos mostrais grandes (n, nB 30)
(m-m) - ("xa- )
W= 32%0%2%%%% | N(O,l)
O(s4n+s2im)

CxX-"Y) £z qASn.lzl n+ASm_12/ m]

= con tamafios mostrais pequenos (n, m< 30)
(M-m) - ( x4-" %)
W=34%%% %Y | thamon
O("sAnt"s,%Im)
*se falla hip6tese de normalidade n® ¥ w»N(0,1) e non exacto como até este ponto

CX-"y) £ ™20 g Ns, 2t . %m]

sendo D o enteiro mais proximo a:
[(M-1)7s,.n-(N-1)"s0. M) 1 [(M-1) ("2 N) >+ (n-1) (ASms?/M)?]
(3)...con dados apareados
Xi,yi independentes entre si (X’ scon x’s; y’scony’s)
pero Xy,yx para un k determinado estén relacionados
(medicions distintas do mesmo individuo no que cambiou unha condicion)
cacllase Di=x;-y; " i, efai-seamédiaDi=" xp
iT t,,seha queestimar s como ~s(cuasivarianza)
e despois, como antes: (my-" Xp)/(s/On) i
7T N(0,1) senosdan s (da povoacion)

(1V) Intervalo de Confianza para a Varianza en Povoaciéns Nor mais

ng (n-)"s
W= =%l X2
s? s?
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(V) Intervalo de Confianza para a Razén de Varianzas

/\Sl2
w=% 1 Fni-1,n,-1
/\522
ollo! parag=s,°/ s,°
(n-1)"sy® (n-1)s,”
como %% %% 1 X?n;-1, %% %% 1 X%ny,1
2 2
S1 Sy
entoén:
/\512/S 12
¥,3,% =wl Fn;-1n,-1
ASZZISZZ

Fam(X)= 1/ [Fnn(1-X)]

(V1) Intervalo de Confianza par a unha Proporciéon

[ (p£Za A p(1-"p)in)) |

f-P
W=32%23%% » N(O,l)
O[f(1-f)/n]

f=1/nS;.;"x; proporcion mostral *p de individuos con unha caracteristica nunha
povoacion dividida entre os que tefien a caracteristica e 0s que non.
P=q proporcion povoaciona

Si-1"=S,1 B(n,p)»(cando n® ¥)
N(np,Qnpa))P f=Sy/n»N(np/n,&npa)/n)=N(p,Qpa/n)) )
e normalizando [f-p]/[Qpa/n)]»N(0,1) e estimando [f-p]/[CF(1-f)/n]»(por TCL) N(O,1)

(VI11) Intervalo de Confianza par a a Difer éncia de Proporcions

(fa-fe) - (Pa-Ps) A
W= Y2%2Ya%2Y4YaY0aY2Y4YaYa |
N(0,1)
O[fa(1-fa)/na+ fa(1-f5)/ne)]

X]_A, XZA, veny XnAA p fA=1/nASXiA
X]_B, XZB, . XnBB p flelnBSXiB
aproximando de binomial a normal
fA»N(Pa, X(PaGa/NA))
fe»N (s, APe0e/Ns))

P fa-fe»(Pa-Ps, dPada/Na+Pes/Ng])
normalizando e estimando b w
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(VI11) Intervalos Asintéticos

Sexa g pardmetro dunha distribucion dunha povoacién e gy, 0 seu estimador maximo verosimil.
Asintoticamente (N® ¥ ): E(Gn)® 0; Var(m)® -1/[oPL (qm)/do?].
Entén un intervalo asint6tico pode-se obter a partir de:

0-Omv
W= %% %% »
N(0,1)
S (dmv)

sexa cal sexa a distribucion da povoacion

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio [ XIV.1] Quére-se estimar a médi a mdunha vari abel al eatéria nornal
con varianza 2.5. Ténma-se unha nostra de 100 val ores independentes cuia nmédia
é 4.3.

a) Pide-se o interval o de confianza ao 95%

b) Cal deberia ser o tamafio da nostra para que a | onxitude do intervalo

di sm nua en 0.08 uni dades?

a)
s?=2.5 b s=(2.5
n=100
“x=4.3
1-a=0.95 b a=0.05 b a=0.025 b
P Zg 025 é tal que P(Z>Zo_025) =0. 025
0 Z0. 025 é tal que P(Z<Zo_025) =0. 975
P Zj.025=1.96 [taboas distribuci 6n nornmal esténdar, p.336]
“X-8/ On- 2, ,EME x+s/ - 2,5
P 4.3-1.58/10-1.96£nt4. 3+1. 58/ 10- 1. 96
b 3.99£nf4. 61
P mil [3.99,4.61]
b)

“X-8/ On- 2, EME x+s/ - 2,5
| onxitude do interval o=s/(n-z,,= 2.5/100] - 1. 96=0. 3099032
“x-0. 3099032£nE" x+0. 3099032

b “x-0.3099032+0. 04£nE” x+0. 3099032- 0. 04

b “x- (0. 3099032- 0. 04) £ x+( 0. 3099032- 0. 04)

P 0.3099032-0. 04=s/ (n- z,,=C2. 5/ (n- 1. 96

P n=131. 83663

P n»132

Y0 Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio [XIV.2] Nun sondeo sobre as preferéncias politicas dun colectivo
atopou-se que a terceira parte das 60 persoas escollidas apoian ao partido A
Determ nar un interval o de confianza para a proporci é6n p de persoas que apoi an
ao partido A a un nivel de confianza do 99%

X="n° persoas que apoian ao partido A’ 1 B(60, 1/3)
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f-p
W= 3030303030330 »N( 0, 1)
O[f(1-f)/n]

1-a=0.99 U a=0.01 U a/2=0.005 U P(z>2.,)=P(Z2>Zg005) =P(Z<Z0. g95)
P z4,=2.58

("p£Za I p(1-"p)/n)=( 1/ 3+2. 58- ¢] 1/ 3- 2/ 3- 1/ 60] ) =[ 0. 1763195, 0. 4903471]

Y0 Y0¥ Y0YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa

= Exercicio [XIV.3] Extraiu-se wunha npbstra de 60 observacions dunha
di stribucion de Poisson, obténdo-se wunha nédia de 2.1. Construir o
correspondente intervalo de confianza ao nivel do 10% para a nedia
povoaci onal

n=60
"x=2. 1=l pisson=Var (x) b x=.1
a=0.1 b a/2=0.05 b P(Z>Z0.05) =P(Z<Zol 95) b 79 95=1. 65

“X-8/ On- 2, ,EME x+s/ - 2,5

2.1-Cr. 1/ G60- 1. 65£nE2. 1+(2. 1/ G60- 1. 65

mT [1.7913133, 2. 4086867]

Y0 Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa

= Exercicio [XIV.4] O peso de 7 paquetes de arroz son: 9.8, 10.2, 10.4, 9.8,
10.0, 10.2, 9.6. Atopar un interval o de confianza ao 95% para a nédi a de todos
0s paquet es.

n=7
1-a=0.95 b a=0.05 b a/2=0.025 b tg g5°=2. 447
- [taboa p. 621, t de Student]

"x=10
non tenos a desviaci 6n tipica povoacional s
“X-ASp 1l On-t g ENE XS,/ Ont "t [~sn.1=Sn.1 na cal cul ador a]

10- 0. 2828427/ O7- 2. 44TENE10+0. 2828427/ O7- 2. 447
mi [9.7384047, 10. 261595]

Se non querenps coneter un erro superior a 10 gr., o nunero de paquetes de arroz
neceséario sera aquel que inplique unha reducci 6n da anplitude do intervalo en 10 gr.

Cando n é nui elevado t.,"* aproxima-se pola Normal (za.) supofiendo ademais que a
desvi aci 6n vai ser simlar & cuasivarianza.

0. 2828/ 01 Zog. 02520. 01

Y0¥ Y0YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
= Exercicio [XIV.5] Aplicou-se un test a 81 estudantes e obtivo-se unha
desviaci 6n tipica nas puntuaci 6ns de 12. Achar un intervalo de confianza do
95% para s.

n=81

s=12

1-a=0.95 b a=0.05 b a/2=0.025 b X%, 0.975=106. 6

Xzso, 0.05=97. 2

0] Sizln (Xi-‘ X)2 0] Sizln (Xi-‘ X)2
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033%%%% , 0%4%%YYa
O in—l, 1-a/2 O in—l, al 2
1/ n-Si"(xi- "x)%=s? b S ,"(x;- x)?=n-s%=81- 12%=11, 664
(q 11, 664/ 106. 6] ,('j[ 11, 664/ 57. 2] ) =(10. 460324, 14. 279919)
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» Exercicio [XIV.6] Coa fin de conparar o rendenento de duas méquinas A e B
t 6man-se duas nostras, obténdo-se os seguintes resultados:
maqui na A (unid./dia): 20, 24, 23, 22, 22, 20, 23.
maqui na B (unid./dia): 19, 22, 20, 18, 20, 22, 20, 20.
Supofiendo que o rendemento de calquera das duas maquinas segue unha
di stribuci 6n normal, atopar un intervalo de confianza ao 99% para a diferéncia

de nmédi as.

1-a=0.99 b a=0.01 b a/2=0.005
‘x=22, n=7, "s,.;?=2.3333333
‘y=20. 125, n¥8, ~s,.°=1.8392857

(\ X-" y) + ta/2n+m-2—D q/\s{1_12/n+/\s(n_12/m]

sendo D o enteiro mais proximo a: [(M-1)"s,.2/N-(N-1)"sn22/m]? / [(M-1)(*sh22/N)*+(N-1) ("Sna¥M)?]=

=[ (8-1)-2.3333333/ 7-(7-1) - 1. 8392857/ § 2

/ [(8-1)(1.8392857/7)%+(7-1) (1. 8392857/ 8)7]

=[ 2. 3333333- 6 1. 8392857/ 8] 2 / [7-(1.8392857/7)%+6- (1. 8392857/ 8) =
=0. 9098661/ 0. 8004353=1. 1367141

b D=1
n+m 2- D=7+8- 2- 1=12
t al 2n+m z th 0. 00512=3. 055

(‘ X" Y) * ta/2n+m_2_D ('f{"sn.lzln+"sm_12/m]=
=(22- 20. 125)+3. 055- f 2. 3333333/ 7+1. 8392857/ 8] =[ - 0. 4177648, 4. 1677649]

Y0 YYYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio [XI|.7] Nun experinmento binom al obsérvan-se x éxitos en n ensai 0s
i ndependent es. Propéfien-se as duas seguintes funcidéns conpo estinmadores do
parametro p: T,=x/n; Ty=(x+1)/(n+2).
a) Obter e conparar 0s erros neios cuadraticos para T, e T
b) Denostrar que T, é un estimador consistente de p.
a)
x1 B(n, p) b E(x) = np Var ( X) =npq
ECM T) =Sesgo(T) +Var(T) =[ E(T) - p] >+Var (T)
ECM T1) =[ E(T1) - p] +Var(Tl)_
=[ E(x/ n) - p] +Var(x/ n) =
=[1/n- E(X) - P] +Var(x/ n) =
-[1/n np- p] %+1/ n% Var (x) =
=1/ n? npq=
=p(1l-p)/n
ECM T2) =[ E(T2) - p] "‘Var(Tz)_
=[ E((x+1)/ (n+2)) - p] +Var(x/ (n+2) +1/ (n+2)) =
=[ 1/ (n+2) - E(X) +1/(n+2) p] +1/(n+2) Var (x) =
=[ (np+1)/(n+2) - p] +npg1 p)/ (n+2)?=
=[ (np+1-pn-2p) / (n+2)] +np(1-p /(n+2)?%=
=(1-2p)?/ (n+2) *+np( 1- p)/(zn+2)
=[ (1-2p) *np(1-p) ]/ (n+2)
p(1-p)  [(1-2p)*np(1-p)]
e NYa%Ys < YaYaYaYaYaYaYaYaVaYa ?
n (n+2)?

U n(0.25+2p*2p) < p(1-p)
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Anal i sanpbs as posi beis sol uci éns:

= caso trivial: 0.25+2p?2p=0 U p=0.85 ou 0.15
no intervalo (0.15,0.85) T, é nellor que T,

u.1M.35

» caso contréario: depende de n: se M®¥, T, é nellor que T,

b)
[imECMT)=1limp(l-p)/n = 0 b T.é un estimdor consistente de p
n® ¥ n® ¥

Y0 Y0Y0YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio [XI|.8] Sexa Xi, Xz X3, X4 Uunha nostra aleatoria de tanmafio 4 dunha
povoaci 6n de di stribuci 6n expofienci al con paranetro q descofieci do.
a) Das seguintes funci 6ns, cales son estimadores insesgados de q?
Tl=1/ 6( X1+X2) +1/ 3(X3+X4)
T2=( Xl+2X2+3X3+4X4) /5
T3=( X1+X2+X3+X4) !4
b) De entre os estimadores insesgados de g, deterninar cal é o que ten a
vari anza mai s pequena.
c) Cales son as eficacias relativas dos demais estinadores insesgados
con respeito ao que ten a varianza nmai s pequena?
a
: Di stribuci 6n expofienci al :

-1 x -1/g- x

i e se x30 U i e se x30
P(x)=1i y = 1

T 0 se x<0 b - T 0 se x<0

I=1/q

i 1/g e se x30
f(x)=1

T 0 se x<0
E(x)=1/1=q

Var (x) =1/1 ?=¢?

E( Tl) =E( 1/ 6( X1+X2) +1/ 3( X3+X4) ) =1/ 6E( Xl) +1/ 6E( Xz) +1/ 3E( Xz) +1/ 3E( X4) =
=(2/6+1/3)-g=q b T; é un estinmador insesgado.

E( T2) =E[ ( X1+2x2+3x3+4x,4) / 5] =( 1/ 5+2/ 5+3/ 5+4/ 5) - q=2q
P T, é un estinmdor sesgado.

E( T3) =E( ( X1+X2+X3+X4) /1 4)=q P T3 é un estimador insesgado

EST Tema X1V Pax. 10
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b)

Var ( Tl) =Var ( 1/ 6( X1+X2) +1/ 3( X3+X4) ) =1/ 36x1+1/ 36X,+1/ 9x3+1/ 9x,=15/ 8- q2
1/ 6X1. . .

son i ndependentes porque 0 SOn 0S X. por separado

Var ( Ts) =Var ( ( Xy +Xp+Xz+xXs) [ 4) =2/ 4
Var(Ty)>Var(Ts) b a varianza de T; é nenor
c)

A eficiéncia (eficacia) é a inversa do ECM Conp ECMesesgd+vari anza e

Ti, Tz son insesgados (sesgo=0) daquel a perguntan-nos o cociente da eficacia
de T, entre a de T; (nenor varianza, nmais eficaz):
Efic(Ty 1/ Var (Ty)

YaYaYaYs = ¥%¥%¥a¥a¥Ys = Var(Ts)/Var(T) = [q/4]/[5/18-¢%] = 18/20 = 0.9
Efic(Ty) 1/ Var (T3)

P T, ten o 90% de efiéncia que ten T;

EST Tema X1V Pax. 11



