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TEMA XII: ESTI MACI ON PUNTUAL

A estimacién puntual consiste na obtencion de valores para os pardmetros da distribucion dunha
povoacion a partir dunha mostra de esta.

Sexa x unha varidbel aleatdria en estudo cuia distribucion f(x,q) depende dun pardmetro g que desexamos
cofiecer. Estimamos o valor de q a partir da mostra aleatéria simple (Xg,Xz,...,Xn) onde 0s X; son varidbeis
independentes igual mente distribuidas.

Estimador de q = funcion da mostra que estima o valor de q

n ®

= H(X) = H(XLXZI---an) [*]
(Estimacion de g = valor do estimador para unha mostra determinada)

Unha mostra de tamafio n € un vector aeatério n-dimensional (a priori descofiecemos 0s seus
valores), daquela o estimador [*] € unha varidbel aleatdria con funcion de distribucion
aproximada para mostras grandes polo TCL a0 ser as x; v.a. independentes e iguamente
distribuidas.

Distribucions das Car acteristicas Mostrais
- Distribucion mostral da média
- Distribucién mostral da varianza mostral
- Distribucion mostral dunha proporcion
- Distribucion mostral da diferéncia de médias
- Cuasivarianza mostral

- Distribucion mostral da média
Sexa (Xy,...,Xn) unha mostra da varidbel aleatdria x en estudo que segue unha distribucion calquera de
média me desviacion tipicas.
n X
"X=S ¥ (amédiamostral” x € un bo estimador da média povoacional m)
i=1
n
“gs="X €unhav.a. cuiadistribucion compre:
E( X)= 1n-Six, "E(X;) =1/n-S=; "n=1/n-n-mEm
a média das médias de varias mostras € a média povoacional
Var (" x)= Var(1/n:Si=. "x;) = Un?Var(Si- ") = 1/n%Si, "Var(x) = 1/n*Si-,."s? = 1/n*n-s?=s%n
v.aindep. xi=dist.q.povoacion
Para mostras pequenas (n<30): a distribucién de’ x depende da distribucion da povoacion
de xeito exacto: se a povoacion € normal, a média mostral € normal. Para mostras

grandes (n? 30), polo TCL a média mostral pdde-se aproximar por unha distribucién
normal (resultado aproximado)
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- Distribucion mostral da varianza
Sexa (Xy,...,Xn) unha mostra da varidbel aleatdria x en estudo que segue unha distribucion calquera de

média me desviacion tipicas.
n (6 %)?
S?=S¥%%¥% (avarianzamostral S,? é un estimador da varianza povoacional s?)
i=1
n

TOn= S.2 éunhav.a. cuiadistribucion compre:

1, (n-1)-s?
E(S)=% E(S (- X)) =% %% non obtemos a varianza da povoacion
n =t n 0 caso idedl seriater avarianza da povoacion

n

E(gl(xi" X)Z):E(ns--l(x"wm X))= 'En[s._(l)(i'mg““S.S{T‘" X)*+S(x-m(m-"X)]=

=E(S(x-M?)+E(S(M-" X)*)+E(S(x-m(M-" x))=n-S*+n-S%n+(-2)-n-s%n=
=ns%s?=(n-1)s?

Acerca da distribucion de S, de xeito exacto, depende da distribucion de x; de xeito aproximado,
achéga-se anormal pero como paraisto é preciso ter mostras mui grandes, non se usa.

- Distribucion mostral dunha proporcion
Nunha povoacién hai individuos de duas clases A e B en proporcién p e g=1-p respeitivamente. Ten-se
unha mostra da povoacion. A proporcion mostral é o estimador da proporcién.

Y pi=Xa/N (Xn € 0 Nimero de A’s namostra) asignando xi=1 se xl A e0sexi B
" pn estimador de p
" Pr=1/n-Si.,"X; € unha varidbel aleatoria cuia distribucion compre:

E( pn)=p (a média da proporcion da mostra é a probabilidade da mostra)

porque Si-," X; € unha sumade v.a. de Bernouilli, entdn Si-," x;=n" p, € unha binomial B(n,p),
entén E(Si" x)=E(n" p,)=np e como E(n" p,)=E(" p,)-n entdn E( p,)=np/n=p

Var (" pn)=pa/n

porque como n" p,i B(n,p), Var(n® p,)=npg, e como Var(n' p,)=n? Var( py),
Var(" p,)=npa/n*=pg/n

acerca da distribucion de’ p,

n'pn 1 B(np)»N(np,npa)P * pr>N(p,pa/n)
e tipificando (" p,-p)/Qpa/n)i N(0,1) aproximadamente
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- Distribucion mostral da diferéncia de médias
Sexa x unha povoacién de média m e desviacion tipica Sy
Sexay unha povoacion de média Iy e desviacion tipica s,
Sexa unhamostra (Xy,...,Xn) de x e (Y1,...,ym) dey
A diferéncia de médias mostrais € o estimador da diferéncia de médias

g=m-m

“g="x-"y=0n-Si;;"X;+1/m-Si-1"Y;
E(C 9)=E( x-" y)=E(" )-E(" y)=m-m,

Var (" q)=s,In+s/m porque Var( x-" y)=Var(" x)-Var(y)

indep.

acercadadistribucion de' g
T g»N(m-m,s Zin+s,%m), tipificando ( g-E( q))/OJar(‘ q)»N(0,1)
(x"y)-(m-m)
ousexa ¥ ¥a ¥a ¥a¥a¥a »N(0,1)
gs.in+s,2m)|

- Cuasivarianza mostral

(X1,X2,--,Xn)
n (6 X)
$2® S=S %YV b E(SH)=s?
n=1 n
S (x- m?
m® SE=%%%% (sedescofiecemos s? pero cofiecemos )
n

Distribucion da M édia e da Varianza mostr al en povoacions Nor mais

Média mostral
Sexax ~ N(ms)

“x=Sx/nb “x~N(ms/Cn)
i=1
aditividade da distribucién normal
Xi-Mm
xi~N(mMs) b %% ~N(0,1)
S

Xi-Mm
S (Fa¥a) ~ XS

S

I
NSHs?~ X2
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Distribucién da Cuasivarianza mostral

n 1
acuasivarianzamostral define-se* S= %% S22 = %% Si-."(x- X)?
n-1 n-1
(n-1)S/?
Sex ~N(MS)® (Xy,Xa,...,.Xn) Mostra dleatériasimpledex b %% % ~ Xn42
2
s
(n-1)S?

E(3:%%)=n-1 b E(S%)=s?

SZ

(n-1)S?
Var(%¥%%)=2(n-1) b Var(S)=2s%(n-1)

SZ
Se a povoacion de partida non é normal, enton:
se 0 tamafio da mostra é suficientemente grande b “x=S x/n P 'x ~ N(ms/On)

para a varianza: tambén se pode aproximar a unha Normal, pero ésta € mui lenta e non se soe
usar

Un estimador dun pardmetro pode ser mellor ou peor, xa que é unha varidbel aleatdria e non sempre
proporcionara unha boa apreciacion da caracteristica que desexa estimar. Por isto definen-se unhas propriedades
dos estimadores que nos permiten estabel ecer comparacions entre diversos estimadores dun parametro e poder
escoller segundo nos interese. Estas propriedades son:

Propriedades dos estimadores
- insesgadez
- eficacia
- consisténcia

[1] INSESGADEZ Sexa x unha varidbel aleatdria tal que a sua distribucion é cofiecida salvo por un
parametro que a caracteriza, q. Sexa (Xi,Xa,...,Xn) unha mostra aeatéria simple e
" On=H(X1,X2,...,Xn) UN estimador deste parametro q.

Diremos que " g, € un estimador insesgado ou centrado de q
seesdeE(gn)=q

Definimos o sesgo de " g, como g-E(" qy)
média de vérias mostras
A insesgadez non é imprescindibel para a bonanza do estimador.

Un estimador é asintoticamente insesgado se lim(n® ¥) E( qn)=q
Ex.: A médiamostral” x é un estimador insesgado de ma média da povoacion porque E( x)=m
Ex.: A varianza mostral S,2non é un estimador insesgado de s porque E(S,%)=(n-1)/n-s?

pero S,2 é un estimador asintoti camente insesgado porque lim(n® ¥) sesgo(S,)=0
Ex.: A cuasivarianzamostral S* é un estimador insesgado de s? porque E(S%)=s?
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Pode haber vérios estimadores insesgados dun mesmo parametro.

Ny 2 Ny 2
O 0 9 Qo O
1Yo +Ya Yo +YaYVa+a+ " gn € un estimador centrado/insesgado E(" g,)=q
pero € malo porque sofre dunha grande varianza
Vemos que necesitamos unha medida que conxugue as duas caracteristicas para a bonanza dun estimador: que
tanto a varianza como 0 Sesgo sexan pequenos.

[2] EFICACIA
Error Cuadrético Meio  ECM (" qn)=Var (" q,)+Sesgo(’ qn)?

ECM( n)=E( Gn-0)*=E( 0n-E’ O+ E” 0r-0)°=E( on-E” ) +E(E” 0-0)°
+E(2( 0n-E 0n)(E” r-0))=Var(’ gn)+Sesgo(’ 0n)*+E(2( 0n-E’ ) (E G-0))=
=Var(" gn)+Sesgo(’ 6n)*+(E 0r-0)2(E’ 0n-E” an)=Var(* ) +Sesgo(” gr)?

enton un estimador sera mellor (mais eficaz) cando menor sexao ECM
Procuramos entre os estimadores insesgados o mais eficaz:
sendo’ g, insesgado ECM (" gn)=Var(" qn), def.: Eficacia(’ n,)=1/Var(" d,)

[3] CONSISTENCIA

cando non se pode obter estimadores insesgados de alta eficacia pero se dispon de mostras
grandes esixe-lle aos estimadores que sexan consistentes:

lim ECM( g)=lim Var(’ g.)+Sesgo(’ g.)2= lim Var(* g.)+(E( qn)-0)?=0
n® ¥ n® ¥ n® ¥

paraoca lim Var( g,)=0elimE(" g,)=0
n® ¥ n® ¥

Y0 Y0Y0YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio [XIl.1] Denpstrar que cal quera conbinacion lineal de estinadores

centrados da forma S,/ | T; para un parametro T é tamén centrado se Sy =1

E(S) ™ 1iT) =Sy - E(T) 1= S 1= T1 =[S/ ™ 1] - T=T

a esperanza é un os T son hi p6t ese dada
oper ador i neal oper ador es
i nsesgados

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
= Exercicio [XI1.2] Obter un estinmador centrado para p nunha distribucidn
bi nom al e calcular o seu erro neio cuadréatico. E consistente?

Sexa x unha variabel aleato6ria en estudo, x1 B(k,p)

Qobservanos k individuos con probabilidade p de ter unha caracteristica,
e mranps cantos tefien a caracteristica X

®
X=(Xq, X2, .« -, Xp)
Exenpl o:

x="n° de pezas defectuosas nunha cai xa”
k=12 pezas por caixa
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n=20 cai xas
p=pr obabi | i dade de que a peza sexa defectuosa
x®=(2,1,0,1,...,2)
2=n° defectuosas na caixa 1
1=n°® defectuosas na cai xa 2

Ap=(n° pezas def ec.t.u.osas)/ (n° pezas observadas)=
=(2+140+1+. .. +2)/ (n- K) =(2+1+0+1+. .. +2)/ (20- 12)

xI B(k,p) b E(x)=kp

Var ( x) =kpq
S-" x; T B(nk,p) » N(nkp, & nkpg/ n*k?))
%% %% -
- aditividade da bi noni al y=SX;

a=nk

E(y/a)=Ey/a

dt (y/a) =Ovar (y/ a) = Var (y)/a?] =1/ a- dt (y)
Npn=Sx;/ nk » N(p, Q pag/ nk))

pr opri edades
sesgo = “p, = p-E*pn, = p-p = 0 € un estinador insesgado
Var ~p, = pg/ nk
ECM "p,) =sesgo’+var =pq/ nk £ 1/ (4nk) =1/ (48n)

pl (0,1) U
y pg£0. 25
q=1-p p

n® ¥
1/ (48n) %%® 0 é un estimador consistente

Y0 Y0¥ Y0YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
= Exercicio [XII|.3] Para estimar a nedia dunha povoaci 6n considéra-se o

estimador a-'x. Atopar o valor de a que mnimza o erro cuadratico neio da
esti nmaci 6n.

ECMESesgo( a x) >+Var (a x)
=[ E(a x) - nj 2+a®Var ("x) =
=[ a- E("x) - n] >+a% s?/ n=
=[ a- m nj *+a® s?/ n

f(a)=[ a- m nj 2+a®. s?/ n=a’nf+nf- 2anf+a’s?/ n
f' (a) =2anf- 2nf+2as? n=0

U a(2nf+2s% n)=2nt

O a=2nf/ (2nf+2s? n) =nf/ (nf+s?/ n)
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» Exercicio [XI|.4] Unha firma de mercadotécnia envia un cuestionario a 1,000
residentes de certo sublrbio dunha cidade para determ nar as suas preferéncias
cono conpradores. Dos 1,000 residentes 80 responden o cuestionario. O anterior
constitle unha nostra aleatéria? Dicer as vantaxes deste procedenento para
obter unha nostra al eat6ri a.

Trata-se dunha nostra aleatdria, ainda que non obtida por npstreo
aleatério sinple. A nmmior vantaxe é que € un sistenmm barato.

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa

» Exercicio [XII.5] Nunha pranta de arnmado autonotriz sel ecci onaran-se 50 dos
prinmeiros 1,000 autondbiles dun novo nbdelo para ser inspeccionados polo
departanmento de control de calidade. O xerente da pranta decide inspeccionar
un autonvbil cada vez que rematen de arnmarse 20. Este proceso dard comp
resul tado unha nostra al eat 6ri a?

Trata-se de nostro sistematico: toma-se un prineiro elenento e despois
0S seguintes a interval os iguais.

Y0 Y1YY0YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio [XI|.6] Para un determ nado nivel de ingresos o Departanento de
Facenda sabe que as canti dades declaradas por conceito de deducci 6ns médi cas
(xy), contribucions caritativas (x)), e gastos varios (x3) son varidbeis
i ndependentes, normais con nédias $400, $800, e $100 e desviacidns tipicas
$100, $250, $40 respectivanente.
i) Cal é a probabilidade de que a cantidade total declarada por
conceito destas tres deducci 6ns, non sexa maior de $1, 600?
ii) Se unha persoa con este nivel de ingresos declara por conceito
destas deduccio6ns un total $2,100, que tan probdbel é ter unha
cantidade igual ou naior a este nonto bai xo as condi ci 6ns dadas?

|
) Comp as x; son v.a.i. polo TCL:
Si=X1+Xo+X3 » N( E( Sn) s Ovar ( Sn) )
E( S,) =S x;=400+800+100=1, 300
Ovar (S,) =S s;?=100%+250%+40%=10, 000+62, 500+1, 600=74, 100
S, T N(1, 300, 272. 21315)
P( S.£1, 600) =P(z£1. 1020775) =F( 1. 10) =0. 8643
ii)

P(S.?2, 100) =P( z32. 9388735) =1- P(z<2. 94) =1- 0. 998359=0. 001641

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio [XI|.7] Nun experinmento binom al obsérvan-se x éxitos en n ensai 0s
i ndependent es. Propéfien-se as duas seguintes funcidéns conpo estinmadores do
parametro p: T,=x/n; Ty=(x+1)/(n+2).
a) Obter e conparar 0s erros neios cuadraticos para T, e T
b) Denpstrar que T, é un estimador consistente de p
a)
x1 B(n, p) b E(x) =np; Var (x)=npq
ECM T) =Sesgo( T) 2+Var (T) =[ E(T) - p] ®+Var (T)
ECM T1) =[ E( Ty) - p] *+Var (Ty) =
=[ E(x/ n) - p] >+Var (x/ n) =
=[ 1/ n- E(x) - p] >+Var (x/ n) =
=[ 1/ n- np- p] “+1/ n? Var (x) =
=1/ n® npg=

ECM T2) =[ E( T2) - p] *+Var (T,) =
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=[ E((x+1)/ (n+2)) - p]*+Var (x/ (n+2) +1/ (n+2) ) =
=[ 1/ (n+2) - E(x) +1/ (n+2) - p]?+1/ (n+2) % Var (x) =
=[ (np+1)/(n+2) - p] 2+npg1- p)/ (n+2)?=

=[ (np+1-pn-2p) / (n+2)]*+np(1-p) / (n+2)*=
=(1-2p) % (n+2) *+np(1-p)/ (n+2)?=

=[ (1- 2p) *+np(1-p)]/ (n+2)
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p(1-p)  [(1-2p)*np(1-p)]
e VoYaYaYs < VaVaVaVaYnYoYoYaYVaYs 7?
n (n+2)?
U n(0.25+2p*2p) < p(1-p)
Anal i sanpbs as posi bei s sol uci éns:

» caso trivial é 0.24+2p*2p=0 U p=0.15 ou 0.85

no intervalo (0.15,0.85) T, é nellor que T,

u.1M.35

" en caso contréario depende de n: se ¥, T, é nellor que T,

b)
[imECMTy)=limp(l-p)/n=0 b T; é un estinmador consistente de p
n® ¥ n® ¥

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio [XI|.8] Sexa Xi, Xz X3, X4 unha nostra aleatoria de tanmafio 4 dunha
povoaci 6n de di stribuci 6n expofienci al con paranetro q descofieci do.
a) Das seguintes funci 6ns, cales son estimdores insesgados de q?
Tl=1/ 6( X1+X2) +1/ 3(X3+X4)
T2=( Xl+2X2+3X3+4X4) /5
T3=( X1+X2+X3+X4) !4
b) De entre os estinmadores insesgados de g, deterninar cal é o que ten a
vari anza mai s pequena.
c) Cales son as eficacias relativas dos demais estinmadores insesgados
con respeito ao que ten a varianza nmai s pequena?

a)
x T Exp(q) P E(g)=qg; Var(q)=q
E( Tl) =E( 1/ 6( X1+X2) +1/ 3( X3+X4) ) =1/ 6E( Xl) +1/ 6E( Xz) +1/ 3E( X3) +1/ 3E( X4) =
=(2/6+2/3)g=q b T; € un estinador insesgado de q
E( Tz) =E( ( X1+2X2+3X3+4X4) / 5) =0. 2- ( 10) . q=2 q
P T, é un estinmador sesgado de g
E(Ts) =E( (X1+Xo+X3+X4) 1 4) =0. 25( E( x1) +E(X2) +E(X3) +E(X4) ) =q
P T; € un estinmador insesgado de q
b)

Var ( Tl) =Var ( 1/ 6x4+1/ 6X,+1/ 3x3+1/ 3X4) =
=1/ 36Var ( x1) +1/ 36Var ( xp) +1/ 9Var ( x3) +1/ 9Var ( X,) =
=(1/18+2/9)-9g=5/18-g=0. 28-q
Var ( T3) =Var ( (X1+X2+X3+X4) / 4) =
=1/16-4-9g=1/4-g=0. 25-q
b
Var ( Ty) >Var ( Ts)
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c)

A eficiéncia (ou eficéacia) dun estinmador é mmior canto nmenor sexa o ECM

(ousexa, eficéacia=1/ECM). Conp ECMesesgdf+varianza e nos casos de T, e T; son

i nsesgados (sesgo=0), daquela medinps a eficacia pola varianza: do aparatado

anterior, Ts € un estimador nmai s eficiente porque ten nmenos varianza.
Piden-nos a eficéacia de T, respeito de T;, iso é o cociente:

efic(Ty) 1/ECMT,) 1/ Var (Ty) Var ( T3)
Ya¥¥a¥Ya = YaYa¥¥a¥Ya = Yaa¥¥a¥a = ¥¥¥a = 0.25/0.28 = 0.89 » 90%
efic(T;) 1/ECMT,) 1/ Var (T3) Var ( Ty)

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
sExercicio [XI1.9] Sexa Xi, Xz X3 X4, Xs unha nobstra aleatéria dunha
povoaci 6n cuia distribucion é nornal. Considerar conb estinmadores da nedia
povoaci onal m as segui ntes funci éns:
T]_:( X1+X2+X3+X4+X5) /5
T2=( X1+X2+2X3+X4+X5) /6
Identificar o estimador de varianza nmai s pequena.
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