Estatistica Tema 4 Probabilidade 1

TEMA | V: PROBABI LI DADE

| ntroduci én |

Noci 6n de probabilidade %® inferéncia estatistica

Experi nent o (proceso medi ant e 0 cal se obt én observaci 6n)
® deterninaci 6n do conxunto de resultados posibeis = Espazo Mstra

Hai dous tipos de experinmentos:

» Determnistas en <cada realizaciéon do experinento cofiecenbs o
resul tado de antendn.

= Al at 6ri os o experinmento pode dar lugar a diversos resultados. Os
resul tados posibeis son cofiecidos pero é inposibe
determinar cal vai ser o que se obtefla en cada unha
das realizaci 6ns do experi nento.

Al xebra de sucesos

Suceso el enental cada wun dos posibeis resultados do experinento
al eatério. (Tamén chamado evento el enental).

Espazo nostral w conxunto de todos os sucesos el ementais.

Pode ser:
finito ex. tirar un dado
i nfinito nunerabel ndnmeros naturais
cont i nuo ndnmeros reai s

Suceso ou evento cada un dos subconxuntos posibeis do espazo nostral

Sucesos especi ai s:

suceso seguro W aquel suceso f or mado

pola uni 6n E de todos os
sucesos el enent ai s.

suceso bal eiro A aquel suceso fornado por
nengun suceso
el ement al .

Advirta-se que cada suceso ou evento esta formado pola uni6n E de cero,
un ou nmi s sucesos elenentais. Polo tanto enténde-se que un suceso ocorre
cando ocorre pol o nmenos un dos sucesos el enentais que o conforman

Un conceito distinto do espazo nostral w é m

w é o0 conxunto de sucesos el ementais
mé o conxunto de todos 0s sucesos
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Estatistica Tema 4 Probabilidade 2

Dadas estas definicions é o nmesno dicer que Al w que dicer que AT m
Al w0 AT m

Dados dous sucesos A, B, elenentos de m pdden-se dar as seguintes

oper aci 6ns sobre el es:

uni 6n E AEB ocorre cando ocorre A, ou ocorre B, ou anbos
i nterseccion C AEB ocorre cando ocorren A e B

conpl enent ari o A ocorre se e sO se non ocorre A

i mplicacién b AP B ocorre se senpre que ocorre A tanmén ocorre B

diferéncia \ ou - AB ocorre cando ocorre A pero non ocorre B
dif.simétrica N ANB ocorre cando ocorre (AC B)E( ACB)

Dous sucesos din-se inconpatibeis se ACB=/

Defi ni ci 6n axi omati ca de Probabilidade |

Sexa w 0 espazo nostral dun experinmento.
Def i ne-se probabilidade cono unha funci 6n de val or nungrico tal que:

P: w %%® R pode- se pofier m
A ~¥%® P(A) en troques de w

a cada evento Al w [UAIn] asigna-lle un ninero P(A)

gue conpre 0S Segui ntes axi omas:
[1] P(A)20
[2] P(W)=1 WEEA A suceso el em

¥ ¥
[3] ACA=E"i'j P P(EA)= S P(A)

A definicion fornal de probabilidade e a asignacion real de

probabi |l i dades a cada evento posibel do espazo nostral forman, anbas, onobdelo
probabil istico dun experi nento.
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| Propriedades da probabilidade |

sendo Ae BT m

(1) [3] P se ACB=A& b P(AEB)=P(A) +P(B) [ péde-se xenerali zar]
(2) Al B b P(A) £P(B) porque P(B)=P(AE"AB)=P(A)+P( AB)

- (2]

[3] 0

AC  AB=A
(3) "AlS P(A)EP(W) b P(A)E£1
(4)  P(W) =1=P(WEA =P(W) +P( &) =1+P(&H P P(A) =0

[3]
WC A=A

(5) P("A)=1-P(A) porque P(W)=1=P( AEA) =P("A) +P(A)
[3]
“ACA=/E
(6)  P(AEB)=P(A)+P(B) - P(ACB)
(7)  P(AEBEC)=P(A) +P(B)-P(ACB)-P(ACC)-P(BCC) +P(ACBCC) = ? (i ndeterm nado)
(8 P(EA) £ SP(A)

= MBtodo frecuentista

En muitos probl emas pode-se calcular a frecuéncia relativa dun suceso e
conpr 6ba-se que dita frecuéncia tende a estabilizar-se ao aunentar o nunmero de
reali zaci 6ns do experinmento. O que leva a definir a probabilidade dun suceso
conmo o limte de dita frecuéncia.

= Met odo cl asi co

Consiste en atopar relaci 6ns que nos permtan calcular a probabilidade
de sucesos elenentais. Soe utilizar-se en sucesos equi probébei s.

= Met odo subxecti vo

E aquel no que unha persoa deterninada asigna as @obabilidades de fornma
subxectiva segundo o0 seu proprio critério sobre a verosinmlitude de cada
resul tado. Engl oba aos dous anteriores.
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Regra de Lapl ace

Dado cal quera suceso, define-se a probabilidade de dito suceso conp

casos favorabeis
P(A) = ¥%¥%Y¥¥aYaYaYaYaYaYa
casos posibeis

Exenpl o: | anzament o dunha noeda. P(cruz)=1/2. P(cara)=1/2.

Exercicio: Unha conpafiia tén duas tendas. Sabe-se que o 30% dos clientes
potenciais nmercan produtos s6 na tenda I, o 50% nerca na tenda Il, o 10% nerca
nas tendas | e Il, e o 10% dos consumi dores non mercan en nengunha das duas.
Sexa A o evento de que un cliente potencial, seleccionado ao chou, merque en
I; e Bo evento en que nerque en Il. Calcular as seguintes probabilidades:

(a) P(A)
(b) P(AEB)
(c) P('B)
(d) P(AB)
(e) P(AE'B)
(f) PCAB)

(9) P(AEB)

As probabilidades que nos dan son
P(AC'B)=0"3
P(BC A)=0"5
P(ACB)=0"1 (d)

P(AEB)=0"1 (g)

(a)

P(A) =P( ACS) =P( AC(BE"B) ) =P( ( ACB) E( AG"B) ) =P( ACB) +P( AG'B) =0’ 1+0’ 3=0’ 4
(b) (ACB) C(AC B) =AC(BC B) =AC/A=/E

P(AEB) =1- P(AEB) =1- 0’ 1=0’ 9
(c) ] ]

P("B) =P(SC B) =P((AE"A) C'B) =P((AC B) E('AC'B)) =P(AC B) +P("AC B) =

_ (AC'B) C("AC'B) =(AC"A) C'B=AC B=A

=P( AG'B) +P( AEB) =0’ 3+0’ 1=0' 4

(g

%% % %% %
P( AE"B) =P( AE"B) =P("ACB) =1- P("ACB) =1- 0’ 5=0' 5

(f)

P(" A B) =P( AEB) =1- P(AEB) =1- 0’ 9=0’ 1
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| Regras de Conteo Utiles en probabilidade |

- Teorena [regra da multiplicacion]

Se a prineira tarefa dun experimento da cono resultado n;
resul tados posibeis, e ¥para cada un destes¥ a segunda tarefa dé
comb resultado n, resultados posibeis, entén téfen-se ni-n,
resul tados posibeis para as duas tarefas xuntas.

A regra da nultiplicacion anplia-se a mais tarefas sucesivas (por
exenpl o, un experinmento en tres etapas). Os diagramas de arbores son utiles
para obter a lista de resultados e permiten deternminar o nunmero de el ementos
no espazo nostral dun experinento.

Exenpl o: Unha enpresa vai construir unha pranta no oeste e outra no
este. No este hai catro cidades candidatas e no oeste hai duas cidades
candi datas. Obtenbs o espazo nostral nediante un diagrama en forma de arbore:

Ci dades candi datas no este: A B, C, D
Ci dades candi datas no oeste: E, F

m >
—_— —_—

—_—
mm mm mm mm

C
\
D/
\

Espazo nostral = {AE, AF, BE, BF, CE, CF, DE, DF}
O probl ema que ainda resta por resolver é a asignaci 6n de probabilidades
a cada evento do espazo nostral, para conpletar o nodel o probabilistico.
Consi deranbs que as oito sel ecci 6ns posibeis son equi probabeis:
P( AE) =P( AF) =P( BE) =P( BF) =P( CE) =P( CF) =P( DE) =P( DF) =1/ 8
P( E) =P( AEE BEE CEE DE) =P( AE) +P( BE) +P( CE) +P( DE) =1/ 8+1/ 8+1/ 8+1/ 8=1/ 2

cal quera intersecci 6n de dous eventos de entre estes catro

da A& porque sO se pode escoller unha das catro cidades do
este.
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0s

3;

Exenplo: Un taller traballa cada dia con dous notores escolleitos ao
chou dos cinco notores dos que dispon. Os notores 1 e 2 son do proveedor |

4 e 5 son do proveedor Il. O notor 2 é defectuoso. Calcular

e
a

probabilidade de seleccionar o nmotor defectuoso, e a probabilidade de
sel ecci onar un ou os dous notores do proveedor I.

S; e S, son os notores sel ecci onados
A°sel ecci onar def ect uoso®(S;=2) E( S,=2)
B°sel ecci onar do proveedor 1°(S;01)E(S, 1)

Di agrama de arbore

1 2
3
4
5
2 1
3
4
5
3 1
2
4
5
4 1
2
3
5
5 1
2
3
4
Espazo nostral ={12, 13, 14, 15, 21, 23, ..., 54}
P(12)=P(13)=...=P(54)=1/20

P(A) =P( 12E21E23E24E25E32E42E52) =

cal quera par intersecado destes oito da &
=P(12) +P(21) +P( 23) +P( 24) +P( 25) +P( 32) +P(42) +P(52) =8- 1/ 20=0" 4
P(B)=P(12E13E14E15 E 21E23E24E25 E 31E32 E 41E42 E 51E52)=14/20=0"7

cal quera par intersecado destes catroce da A&

EST TemalV Pax. 6



Estatistica Tema 4 Probabilidade 7

[ VARTACIONS |

O nunmero de arranxos ordenados, de r obxectos seleccionados entre n
obxectos distintos, r £ n, esta dado por

n
Vo r=n(n-1). .. (n-r+1) = %%%%
(n-r)!

| dea: Téfien-se n bolas distintas a colocar e r wurnas, rfr. Estanps
contando o numero de formas distintas que hai de pofier unha bola en cada urna

A prinmeira urna hai n formas de enche-la, porque dispofienos de todas as
bol as para pofier a que queiranps. Cando cheganps &4 segunda urna unha das bol as
xa a dei xanps antes na prineira urna, asi que haberd (n-1) fornmas de encher
esta segunda urna. Repetindo o razonamento até chegar a derradeira urna,
obtenps a serie xeonétrica. A férnmula obténmp-la do factorial do derradeiro
el emento entre o factorial do prineiro el emento nenos un

Exenpl o: n=5 bol as, cada unha dunha cor distinta {b ..., bs}
r=3 urnas {u; ..., uz}. En cada urna vai unha bol a.

Posi bi | i dades u; |[Posi bilidades u, |Posibilidades us
bl b2 b3

b3 b2

b4 b2

b5 b2

Esta taboa sé representa a prineira posibilidade de cinco
para encher a prineira urna. En total as vari aci éns
Vs 3=5-4-3=5!/2!1 =60 xeitos distintos de encher as tres urnas cada
unha con unha das ci nco bol as.

Venos que nas variaci ons i nporta a orde de sel ecci 6n

[ PERMUTACI ONS |

Cando falanmbs do nuanero de xeitos posibeis de ordenar n el enentos,
fal anbs de permutaci 6ns de n el enent os:

P,=n!'=n-(n-1)...2-1
*Not e-se a rel aci 6n coas variaci 6ns. Por esta, en alguns textos as

vari aci 6ns chama-se-11es permutaci 6ns de r el enentos sel ecci onados
de entre n xa que se define “arranxo ordenado” conp “permutaci 6n”
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[ PERMUTACI ONS CON REPETI CI ON|

ver nmai s abai xo

[ VARI ACI ONS CON REPETI Cl ON |

VR,; = n'

[ COVBI NACI ONS |

O nunero de subconxuntos di sxuntos, ou conbi naci 6ns, de tamafio r que se
poden sel eccionar de n obxectos distintos, r £ n, é

(n) n!
(r) = %%%%%Ya
rt(n-r)!

Venos que nas conbi naci é6ns non inporta a orde de sel ecci 6n

Idea: O numero de subconxuntos ordenados era V,.=n!/(n-r)! e conmb o
ninmero de formas de ordenar r elenentos é r! resulta a foérmul a.

Exercici o: Nunha proba participan duas nulleres e oito homes. Dos dez
partici pantes escolleran-se tres. Cal € a probabilidade de escoller
exactanmente unha nuller entre os tres sel ecci onados?

% casos favorabeis: escoller unha muller °© escoller unha nuller
das duas e escoller dous hones dos oito.

¥scasos posibeis: escoller tres elenmentos de entre dez, sen que
inporte a orde en que se faga.

sol uci 6n: (2) (8)
(1)-(2)
Y¥¥a¥a = 7/ 15
(10)
( 3)

Exercicio: Unha serie de candidatos estéan ordenados en funcién da sua
aptitude para optar a un posto. A conpafiia contrata a dous opositores de entre
todos ao azar, sen ter en conta as suas aptitudes. Cal é a probabilidade de
gue se contrate exactanente a un dos dous prineiros clasificados na proba?

¥scasos favorébeis: escoller un de entre os dous prineiros °
escoller un de entre os dous e que o outro non sexa de entre os
dous prineiros.

¥scasos posibeis: escoller dous el ementos dun total indefinido n

sol uci 6n: (2) (n-2)
(H-(1) 4n-2)
Y% %%YYs = Ya¥a¥YaYa
(n) n(n-1)
(2)
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[ PERMUTACI ONS CON REPETI CI ON|

O nanmero de xeitos de dividir n obxectos distintos en k grupos que

contefien ny, np ..., ng obxectos respectivanmente, é
n! k
Y2 Y2Ya¥aYaYa onde S n;=n
niny!...ng! i =1

Idea: no prineiro grupo seleccionan-se n; dos n elenentos. No segundo
grupo sel ecci 6nan-se n, dos n-n; restantes. No terceiro grupo sel ecci 6nan-se ng
dos n-n;-n, restantes. Asi sucesivanente até esgotar os n el enmentos. De acordo
coa definicioén de conbinaci6on e a regra da multiplicacién:

( n)(n-ng) (n-ng-ny) (n-...-Ny)
(n)( M) ng y...C N )=
n! (n-ny)! (n-...-n.g)!
= Y YaYa - Ya¥aYaYaaVaVa - ... - VaYaYa¥a¥a¥a¥YaVaYaVaVa =
n! (n-ny) ! gl (n-ny-ny) ! M (N =M ) b
[
0
n! k
= Y2 Y2Ya¥2YaYa onde S n;=n
ni ny!...ng! i =1

Exenpl 0: Tén-se que repartir 10 enpregados entre 3 postos. O nunero de
prazas para os postos I, Il e Ill son respectivanente 3, 4 e 3. De
cantas formas distintas se pode facer o reparto?

10!
PRC; 43 = %%%% = 4.200 formas distintas
3141 3!
Se tres dos enpregados deben ser asignados ao posto |, cal é a
probabilidade de que isto aconteza nunha asignacion aleatéria dos

post os?
PR’;- PR'; 4 71/ (3141)

Y ¥aYaYaYaYa = ¥a¥aa¥aYa = 1/ 120
4. 200 4. 200
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» Exercicio: Se un canpeonato de liga regular de fuatbol se conpén de 22
equi pos, respostar..
a) Cal é o nunero de partidos que se disputan se todos 0s equi pos
tefien que enfrentar-se a todas as outras escadras?
b) Cal é€ o numero mininp de xornadas necesarias para conpletar o
canpeonat 0?

Supofianbs que xogan catro equi pos

a b
c
d
b a
c
d
c a
b
d
d a
b
c

4 x 3 =12 partidos

inporta a orde xa que (a,b) x6ga-se na casa de a nentres que (b,a) xd4ga-
se na casa de b. Asi pois o numero de partidos neste exenplo é:

Vio= 41 | (4-2)! = 4.3.2 ] 2 =12

Polo tanto para 22 escadras a resposta é:

a) Vo o= 22! [ 20! = 22-21-20! |/ 20! = 22-21 = 462 partidos
En canto ao namero mni no de xornadas, tenps que

462 partidos = [n® partidos por xornada] x [n° xornadas]

Comb son 11 equipos e cada partido o disputan 2 escadras, en cada
xornada habera conb maxino (que € 0 que nos interesa para que o nunmero de

xor nadas sexa mninp) 11 partidos. Asi pois:

c) n° xornadas = 462 / 11 = 42 xornadas

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
= Exercicio: Unha enciclopedia en cinco volunmes col 6ca-se nunha estanteria de
forma aleatdéria. Calcular a probabilidade de que a col ocaci 6n resulte na orden
nat ur al

O nanero de formas distintas de ordenar os cinco tonos é 5!

Pola lei de Laplace, a resposta é 1/120
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» Exercicio: Un lote de 26 conpofientes contén 6 defectuosos. Extrae-se unha
nostra aleatdéria sen reenprazanento de |ote de 4 conpofientes.
a) Cal € a probabilidade de que todos os conpofientes sexan non
def ect uosos?
b) Cal é a probabilidade de obter 2 defectuosos e 2 non defectuosos?

a)
(6) (20)
(0)(4) 201/ (4!-16!) 20! - 41 . 22! 20-19-18-17
% %% = Ya¥a¥a¥a¥aaYa = a¥aYaYaYaYaYa = a3 = 0. 32408
(26) 26!/ (4!-221) 26! - 4! .16! 26-25-24-23
(4)
b)
6! 20!
(6) (20) YaYa + YaVaYa
(2)(2) 2141 2118! 6! 20! 41 22!
%%%Ys = Ya¥aYaYaYaYaYaYa = ¥a¥a¥a¥a¥aYs = 0. 19063
(26) 26! 214121 18! 26!
(4) %% %
41 221

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio: Lanzan-se 3 dados. Cal é a probabilidade de obter dous uns e un
sei s?

PR 1, 31/ 21 6/ 2 1
%%% = 33 = %Y = 3% = 0.0138
VRs. 3 6° 6-6-6 72

Y0 Y2YY0YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
» Exercicio: Cantas fichas hai nun xogo de dom n6é sabendo que sobre cada ficha
hai dous sinbol os escollidos do conxunto {0,1,...,6}7

(8)
CR; .= (2)=8!/(2!6!)=8-7/2=4-7=28

Y0 YYY0YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa

= Exercicio: [V.7] Nunha sé& atodpan-se reunidas 20 persoas. Cal é a
probabi | i dade de que todos tefian o nmesno cunpreanos? Cantas persoas debe haber
na habitaci 6n para que a probabilidade de que polo nmenos duas de elas tefian o
Mesno cunpreanos sexa mai or de 1/27?

a)
casos favorabeis: Vzgs 20=365!/ (345! 20!)
casos posibeis:  VRs 20=365%
apl i canos Lapl ace

b)

n=numer o de persoas

(365)
P=(n )/365" b 1-P>1/2 U P<1/2
dando val ores concl Ue-se que n23
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» Exercicio: [IV.14] No interior dun circulo sel ecciéna-se un ponto ao azar
Cal cular a probabilidade de que o ponto estexa nmis préxino ao centro da
ci rcunferénci a.

Un ponto esta mais preto do centro en funcién da porcion do radio r que
0 separa do nmesno

casos favorabeis: area da circunferéncia interna (radio r/2) =pr?4

casos posibeis: toda a area da circunferéncia (radio r) =pr?
por Lapl ace, a resposta é 0.25

Y0 Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa

» Exercicio: Dous alunos da facul dade acordan reunir-en-se entre as catro e as
cinco da tarde na biblioteca. Se anbos chegan de fornma i ndependente e uniforme
en dita hora, e deciden non agardar nmais de un cuarto de hora, cal ¢é a
probabi | i dade de que se reunan?

resol uci 6n grafica

5: 00
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
4:00 5: 00
dividinbs a hora en catro cuartos: 15 min./60 min. = 0.25

x=hora & que chega o aluno 1
y=hora & que chega o aluno 2

i maxi nen-se as rectas:
y=x+0. 25 (di agonal por enriba das xxx)
y=x-0. 25 (di agonal por debai xo das xxx)

xxx = area favorabel = 1-(0.75-0.75) =0.4375 é a resposta
a area posibel é 1
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