Fundanment os de Andalise e Desefio de Algoritnos e Estruturas de Dados

TEMA 4: ALGORI TMOS DE CGRAFCS.

4.0.- Definicions.

4.1.- Representaci 6n de grafos.

4.2.- Ordenaci on topol 6xi ca.

4.3.- Arbore de expansi on minima (arbore expandi da).

4.3.1.- Algoritno de Kruskal.
4.3.2.- Algoritno de Prim
4.4, Algoritnmo do camfio mais curto (Dijkstra).

4.0.- Definicions.

Definicion de grafo: G= (V,A onde V é un conxunto de vértices e A é un
conxunto de ari stas.

Cada arista € un par (v,w) onde v, wi V.

Se os pares que forman A son ordenados -i.e. (v,w(w,v)-, o grafo é
dirixido; se polo contrério non son ordenados -i.e. (v,w)=(w,v)- entén o grafo
€ non diri xi do.

O vértice w é adxacente a v U (v,w) 1 A (grafo dirixido). Nos grafos
non dirixidos é indistinto (v,w ou (w V).

As aristas poden ser tanmén ternas fornmadas polo vértice orixen, destino
e peso da arista que leva do prinmeiro ao segundo (grafo pesado ou ponder ado).

Un cam filo nun grafo é unha secuéncia de vértices wl, w2, ..., wn tal que
cada par consecutivo de vértices estda unido por unha arista existente, "

(W,ws) T Aconl1£i <n

A lonxitude do camifio € o nunero de aristas do cam fio (n-1 na notacién
anterior).

Perm ten-se cam inos de un vértice a si nesnp; se este cam fio non ten
aristas, entén o cam fio ten | onxitude cero.

Se o grafo contén unha arista (v,v) de un vértice a si nmesnp, entén o
cam fio v, v cofiece-se conp ciclo.

Un cam fio sinples é un cam fio tal que todos os vértices son distintos
agads o prineiro e o derradeiro que poden ser 0 meSND.

En grafos dirixidos, un ciclo é un camfio de lonxitude minima 1 tal que
O prineiro vértice e o derradeiro son o nesnb w=w,, € este ciclo é sinples
(non ten vértices internedios repetidos) se o canmfio é sinples. Para grafos
non diri xi dos para que un cam fio sexa consi derado cicl o adenai s requeri nbs que
as aristas sexan diferentes.
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Exenpl o:

grafo dirixido: uv,u é ciclo porque (u,v) e (v,u) son
aristas distintas. Un camfio nun grafo dirixido para ser ciclo debe cunprir:
lonxitude ninima 1, e prineiro vértice = derradeiro vértice.

grafo non dirixido: u,v,u non é ciclo porque (u,v) e (v,u)
son a mesma arista. Un cam fio nun grafo non dirixi do debe cunprir: |onxitude
nmnima 1, e prineiro vértice = derradeiro vértice e adenais as aristas deben
ser todas distintas. As duas prineiras condiciéns cunpren-se pero a terceira

non.
Un grafo dirixido aciclico (GDA) é un grafo dirixido sen ciclos.

Un grafo non dirixido é conexo se hai un cani fio desde cal quer vértice a
cal quer outro

Un grafo dirixido é fortemente conexo se hai un cam fio desde cal quer
vértice a cal quer outro

Un grafo dirixido é debilmente conexo se o grafo subxacente (sen
direcci 6n nas aristas) é conexo.

Un grafo conpleto é un grafo no que hai unha arista entre cal quer par de
Vértices.

Exenpl o de aplicacion de grafos: nodelizar o plano do netro. Verificar

se o grafo é fortenente conexo: se un viaxeiro pode ir desde cal quer estacion
a cal quer outra. Determinar o traxecto oOptino.

4.1.- Representaci 6n de graf os.

I mos considerar grafos dirixidos (os non dirixidos representan-se de un
xeito senellante). Suponps que os nodos estan numerados cos naturais do 1 en
adi ant e.

MATRI Z DE ADXACENCI A

Unha representacion sinxela é€ a matriz de adxacéncia, unha matriz
bi di nensi onal cuadrada de orden TVixiVi onde afu,v]=1 se hai arista de u a v,

(u,v) T A e afu,v]=0 se non hai arista de u a v, (u,v) I A Se o grafo é
pesado cada posicién da natriz de adxacéncia ten un valor de entre os
seguintes: +¥ ou -¥ ou O para representar que non hai arista; cal quer valor
di stinto do val or “nulo” escollido, indicando o peso da arista se esta existe.
O ¥ indica un valor extremb que non pode ser bai xo nengunha circunstancia un
peso valido para nengunha arista e que polo tanto queda claranente
especi fi cado cono val or nul o.

O problema que se plantexa é o requerinento de espazo: note-se que para

esta representaci 6n é preciso un espazo Q(iVi%), o cal é excesivo se o grafo é
di sperso (disperso é o contréari o de denso).

Asi que usanps outra representacion para o caso de que o grafo sexa
di sperso:
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LI STAS DE ADXACENCI A

Trata-se de unha lista de listas. A lista principal tenunha entrada por

cada vértice (iVi) e cada posicion da lista principal, cada vértice v, ten
unha lista indicando todas os vértices aos cais hai arista desde v a eles.

Conp entre todas as sublistas haberd tantas posiciéns conp aristas totaisiAl

haxa no grafo, agora o requerinmento de espazo sera Qi Vi+iAi). Nos grafos non
dirixi dos, cada arista aparece duas veces, unha vez nunha lista e outra vez en
outra, asi que o requerinmento de espazo sera o dobre para esta representaci 6n

Para atopar todos os vértices adxacentes a un dado hai que percorrer a
subli st a.

Para o problema de asignar niameros a vértices que tén nones
al fanunméri cos non procesabeis, a solucion mais sinxela é enpregar unha tabua
de di spersi 6n, na cal se arnmacene un none e un nunero interno no intervalo 1 a

Vi para cada vértice.

4.2.- Ordenaci 6n topol 6xi ca.

A ordenaci 6n topol 6xica € unha ordenaci 6n dos vértices de un grafo
dirixido aciclico, tal que se hai uncanmfo de v a w entdn w aparece despois
de v na ordenaci 6n topol 6xi ca.

Este grafo representa unha série de asignaturas necesarias para
conseguir unha titulacién. Cando hai una arista de unha asignatura a outra
quer dicer que a prineira debe ser aprobada para se poder matricular da
segunda. Note-se por que se requere que o grafo sexa aciclico: se tivese
ciclos non teria sentido a ordenaci 6n (unha asignatura precederia a outra e
esta precederia a prineira, contradiccion).

A ordenaci 6n topol 6xica non é Unica. No exenplo venps cono hai nuitos
xeitos distintos para conseguir a titulacion. Por exenpl o:
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1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11

2, 3, 6, 5 1, 4, 11, 8, 10, 7, 9

Defininos grau de entrada de un vértice comb o nunero de aristas que
chegan a ese vértice

ALGORI TMO DE ORDENACI ON TOPOLOXI CA

pr econdi ci 6ns:
grafo foi lido
usanos |istas de adxacéncia para representar o grafo
obtivo-se a lista de graus de entrada de cada vértice
(a partir do grafo)

post condi ci 6ns:
obt enci 6n do vector nunero_t opol 6xico

pr oceso:
1°) Buscar vértice sen nunero de ordenaci 6n (ainda non foi procesado

non ten asignada orden na clasificacion topol 6xica) e que teflagrau de entrada
cero.

2°) Asignar-lle a este vértice o nunero de ordenaci6n topol 6xica
correspondente ao paso actual (seguindo os naturais: 1, 2, ... é un sinples
contador que se actualiza en cada execuci 6n do bucl e).

3°) Borrar todas as aristas que saen do vértice escollido.

4°) Se quedan vértices por asignar-lles nunero de orden topol éxica,
voltar ao paso 1°), sendn rematar

procedi ment o ordenaci 6n_topol 6xica ( G: tipoGafo )
contador - 1
erro - falso
nentres contador £ Vi { procesar todos os vértices }
e non erro { non atopanos ciclos }
facer
v = buscar_novo_vértice_grau_ent_cero
( lista_graus_ent )
{ os nodos estéan nunerados de 1 a n }
{ aqui devolve-se 0 se non hai nodo de grau ent O }
sev =20
ent 6n
erro - certo
erro ( “o grafo ten un ciclo” )
senon
namer o_topol 6xico [ v ] = contador
para cada w adxacente a v facer
grau_ent [ w] - grauent [w]- 1
{ borranps arista v ® w}
finpara
contador - contador + 1
finse
finmentres
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fi nprocedi nent o

A funcidén buscar_novo_vértice_grau_ent_cero sera determinante na
eficiéncia. Busca un vértice de grau de entrada cero que ainda non fose
procesado (ao que ainda non se |le asignou un nunero de orden topol O0xica).

Cando buscar_novo_vértice_grau_ent_cero & un si npl es percorrido

secuenci al do arranxo grau_ent cada chamada a funcién leva un tenmpo QiVi).
Comb isto o hai que facer no bucle principal do procedinento para cada
vértice, o tenpo de execucién do algoritno é Q(iVi?).

Pode-se nmellorar isto criando unha estrutura separada contendo os
vértices de grau de entrada cero e que ademais ainda non foron asignados.
Nest e caso buscar_novo_vértice_grau_ent_cero devolvera (e elimna da nmesna) o
prineiro el emento de esta estrutura, e o algoritnmo xa non sera Q(rf) senén que
sera QTA+iVi). Cando decrementanps o0s graus de entrada dos vertices
adxacentes, revisanps cada vértice, e colocam-lo nesta estrutura auxiliar se

O Seu grau pasou agora a ser cero. A estrutura auxiliar € nellor inplenenta-la
cono unha col a.

veértice grau de entrada
“-" = xa escol lido
en negri fa os que canbi an
1 0 - - - - - -
2 10- - - - -
3 2111 0o - -
4 3210 - - -
5 110 - - - -
6 3333 2 10
7 1110 0 O -
sai da* 1,2,5,4, 3, 7,6
col a [1](2][5][4, 71[3, 7][7]l]

*or denaci 6n topol 6xi ca

procedi ment o ordenaci 6n_topol éxica 2 ( G: tipoGafo )
criar_cola ( grau_cero_e_sen_asignar )
para cada vértice v facer
se grau_ent [v]=0
enton insertar_cola ( grau_cero e_sen_asignar , Vv )
finpara
contador -~ 1
mentres non cola_valeira ( grau_cero_e_sen_asignar ) facer
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v - elimnar_cola ( grau_cero_e_sen_asignar )
namer o_topol 6xico [ v ] = contador

contador -~ contador + 1

para cada w adxacente a v facer
grau_ent [ w] - grauent [w]- 1
se grau_ent [w] =0
enton insertar_cola ( grau_cero_e_sen_asignar , w)
finse

finpara

finnmentres

se contador £ Vi
enton erro ( “o grafo ten ciclos” )
fi nprocedi nent o

Pasanps de Q(n°) a Q(iAi+iVi), x& que o proceso fai-se percorrendo todos
os vértices (iVi) e en cada vértice vai-se acceder as aristas que saen del, en
conxunto VAl para todos os vértices.

4.3.- Arbore de expansi 6n nini na (arbore expandi da).

Dado un grafo G=(V,A) conexo, non dirixido e pesado (custo de todas as
aristas 3 0), trata-se de atopar un grafo G=(V,T) onde T é un subconxunto de
A tal que:

-todos os vértices sigan conectados

-0 sumat 6ri o dos custos de todas as aristas € mninmo

ITi =iVi-1 é o nanero ninino de aristas que pode ter T

Se iTi = iVi-1 enton G non ten nengln ciclo.

Se iTi > iVi-1 enton G ten polo nmenos un ciclo. Entén podenops
qui tar unha arista sen desconectar o grafo. Quitanbps unha arista do ciclo e o
grafo segue sendo conexo, daquela o sumatorio dos custos das aristas ou ben
dimnui ou ben segue igual (se o peso da arista borrada é cero). Polo tanto
iTi = iVi-1 é o grafo expandido ninino e ademais posto que G € conexo, G é
unha arbore, é dicer que tenpbs a arbore expandi da de peso mnino.

Exenpl o de aplicaci 6n: Quer-se comuni car por cabo un concello con fibra
Optica. O custo das aristas ven dado polo prezo por netro do cabo entre dous
pontos (nodos). Trata-se de dar coa instalacién mais barata. Isto € un
probl ema de arbore expandi da m ni na.

Para atopar a arbore expandida ninima enpregarenos al goritnos voraces
(greedy algorithns), que son os que se usan nos problemas de optim zaci6n.
Trata-se de atopar un conxunto de candi datos en funci 6n do obxecti vo.

Al goritno voraz xeral:

1°) inicialmente o conxunto de candidatos é valeiro

2°) en cada paso tenps unha funci 6n de sel ecci é6n (escoller o nellor de
entre todos os candi dat 0s)

3°) o conxunto de candidatos é conpl etdbel se adnmte o cardidato; € non
conpl et abel se se rexeita o candi dato.

4°) Control a-se unha condicion a cal indica se o conxunto que se ten é a
sol uci 6n definitiva ou se ainda hai que repetir o algoritno.
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No caso da arbore expandida minima a condicidn de term nacion é qwe o
conxunto de aristas sexa arbore expandi da. E conpl et dbel se non hai ciclos.

Def.- Conxunto de aristas é pronetedor se pode ser anpliado para fornmar
unha sol uci 6n 6ptinma ao probl ema

Def.- Unha arista parte (orixen) de un conxunto de nodos U unha e sé
unha das suas extrem dades esta no conxunto.

LEMVA
Hi pot eses

G=(V,A) un grafo conexo non dirixido e ponderado

BI V
v a arista mais curta (nenos pesada) que parte de B
TIi A
T = {aristas} pronetedor sen aristas que partan de B

Ent 6n
T E {v} é pronetedor

4.3.1.- Algoritno de Kruskal.

Inicialmente T = {} e engadinos aristas en T de tal maneira que durante
todo o desenrolo (N, T) € un conxunto de conponentes conexas. Ao final sé queda
unha conponente conexa que é a arbore expandi da de peso m ni no.

Conp engadir unha arista? cal € a funcion de sel ecci 6n? Tona-se aarista
mai s curta que una nodos de conponentes conexas distintas (o cal equival a
di cer que non se produza un ciclo por engadir esa arista.
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Exenpl o:

Kruskal: engadir aristas de peso minimo

sen formar ciclos

1 1 2
.II.-'_‘-\.“‘
O—@ | |O—@—3
1 2
O—02—3
o, 2
22—
3
@—®
1 2
4 4
(4 5) (6)
3
rexeitado por
ﬂ causar un ciclo
Ordenaci 6n de aristas de nenor a nai or peso:
| onxi tude aristas
1 {1, 2}
2 {2, 3}
3 {4,5} {6,7}
4 {1,4} {2,5} {4,7}
5 {3, 5}
6 {2,4} {3,6}
7 {5, 7}
8 {5, 6}
paso arista conmponent es conexas
0 - {13{2}{3}{4}{5}{6}{7}
1 {1,2} {1, 2}{3}{4}{5}{6}{7}
2 {2,3} {1,2,3}{4}{5}{6}{7}
3 {4, 5} {1,2 3}{4,5}{6}{7}
4 {6, 7} {1,2,3}{4,5}{6, 7}
5 {1, 4} {1,2,3,4,5}{6, 7}
6 {2, 5} {1,2,3,4,5}{6,7} (cria ciclo)
7 {4, 7} {1,2,3,4,5,6, 7}
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Teor ena. -
O algoritnp de Kruskal calcula a arbore expandi da de peso m ni no.

| npl enment aci 6n:
-lista de conponentes conexas
- oper aci ons:
buscar ( x ) = averiguar conponente onde esta o nodo X

- fusionar ( A, B ) = converter 2 conponentes conexas nunha soa
Han de inplementar-se eficientenente porque se usan nuitas veces

T.D. A, CONXUNTO DI SXUNTO (para inplenentar as operaci 6ns)

12 representaci 6n

Menor val or conp representante.
T[1..n] onde T[i] € o representante do conxunto ao que pertence i

Exenpl o: representar o0s segui ntes conxuntos di sxuntos
{1, 5} medi ante o 1
{2,4,7,10} mediante o 2
{3, 6, 8, 9} medi ante o 3

[L[2[3]2]1]3[2]3[3]2]

FUNCI ON BUSCARL ( x )

{busca a que conxunto pertence x}

{devol ve o0 representante do conxunto ao que pertence x}
DEVOLVER T [ x ]

FI NFUNCI ON

PROCEDI MENTO FUSIONARL ( a , b))
{recebe representantes de cada un dos dous conxunt os}
{actualiza o representante dos elenmentos dos dous conxuntos representados
pol os el enentos a e b}
|l = MN( a, b)
J- MX (a, b)
PARA K = 1 ATE N FACER
SET[K]=1
ENTON T [ K]~ |
FI NSE
FI NPARA
FI NPROCEDI MENTO

Secuénci a de n operaci 6ns:

buscar: até n veces ® 1)-n=Q(n)=q(n) a
y a(n?)

fusionar: até N-1 veces ® q(N)- (N 1)=q(N) b

n~N

28 representaci 6n (sinplifica o fusionar)

Tenobs unha &rbore por cada conxunto.

T[i] = i ® T[i] € o representante do conxunto (escolle-se o nenor
el emento conp representante do conxunt o)
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T[i]* i ® T[i] é o pai de i na arbore correspondente

Exenpl o:

g 2) z
DR ONIRC
1) o

representados nedi ante ({1,5} {2,4,7,10} {3,6,8,9}):

[L[2[3]2]1]3[4]3[3[4]

FUNCI ON BUSCAR2 ( x )
{busca a que conxunto pertence x}
{devol ve o0 representante do conxunto ao que pertence x}
r - X
MENTRES T [r ]t r
FACERr - T [r ]
FI NVENTRES {chegar a rai z}
DEVOLVER r
FI NFUNCI ON

PROCEDI MENTO FUSIONAR2 ( a , b))
{recebe representantes de cada un dos dous conxunt os}
{actualiza o representante dos elenmentos dos dous conxuntos representados
pol os el enentos a e b}
SEac<hb
ENTONT[b ] - a
SENONT[a]-~ b
FI NSE
FI NPROCEDI MENTO

Buscar2 € Q(N) no pior caso (0 pior caso é que sO tefianbs un conxunto,
X4 que estan todos os el enentos nunha soa col una).

Fusionar2 é Q1)

n Buscar2 e N-1 Fusionar2 é Q(nN) no pior caso
como n~N o pior caso é Q(n?

Oremédio é limtar a altura das arbores para limtar o tenpo que leva o
percorrido desde unha folla até a raiz da arbore

En Fusionar: trata-se de que a arbore mais baixa se convirta no fillo da
arbore mais alta [hy=altura do conxunto cuio representante é g
i max (hl, h2) se hlth2
Fusionar(a,b) ten altura i
T hl +1 se hl=h2
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Teor ema

Despoi s de unha secuéncia suficientenente |onga, unha arbore de k nodos
tera unha altura maxi ma de d og k(O

11

A denostraci 6n fai-se por inducion sobre o ninmero de nodos.

| mpl ement aci 6n: vector adicional A para ter as alturas das &rbores de
tamafio n para n conxuntos.

PROCEDI MENTO FUSIONAR3 ( a , b))
{recebe representantes de cada un dos dous conxunt os}

{actualiza o representante dos elenentos dos dous conxuntos representados
pol os el enentos a e b}

SE Ala] = Ab]
ENTON

Ala] ~ Aa] +1
_ Tb] - a

SENON
SE Ala] > Ab]
ENTON T[b] - a
SENON T[a] = b
FI NSE

FI NSE

FI NPROCEDI MENTO

n Buscar e N1 Fusionar3 € Q(Ntn-log N) no pior caso
conmb n~N o pior caso é Q(n-log n)

Técni ca de conpresi 6n de cam fios: buscar nell ora.

Exenpl o:
6
/ \
/ \
/ \
4 9
/ \ / \
11 1 10 8
I\
12 20
[\
21 16

Execut a- se Buscar3 (20)

OGs el enent os i ntermédi os converten-se en fillos da raiz:

6
72 N A
/ T i \
/ T i \
4 9 10 20
/ \ \ ] [\
11 1 8 12 21 16
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Isto s6é conmpensa facé-lo se hai que realizar nuitas buscas. Con nuitas
buscas: todas as follas acaban por ser fillos da raiz, ent6n Buscar3 é (1).

A fusién perturba tenporal nente este estado en que todas as follas son
fillos da raiz.

A maior parte do tenpo, Buscar3 e Fusionar3 executan-se nun tenpo
constante (1) co cal obtenps tenpo Q(n) para unha secuéncia de n operaci éns
(para un caso de n~N, n e N da nesnma orden).

Hai un problema: Aa] x4 non indica a altura de a, pero podenps supor que

Ala] da un limte superior, unha cota para a altura de a, co cal é suficiente
para realizar fusions.

funci 6n buscar ( x )
r = X
mentres T[r ]t r

facer r = T [r ]
finmentres

I = X
mentres i 1 r
facer
o~ T[]
T[i ]- i

[ |
finmentres
devol ver r
finfunci én

Vol t anbs agora ao al goritno de Kruskal que fora o problema que orixinara
esta estrutura de dados que vinos de ver.

funci on Kruskal ( G=( N, A) )
{codigo de inicializacion:}
ordenar A segundo | onxitudes crescentes
n - TN
T - /A {conxunto de aristas da arbore que estanps cal cul ando}
inicializar os n conxuntos,
cada nodo estar& nun conxunto di sxunto

repetir
a - {u,v} {arista mais curta de A ainda sen considerar}
comp_u - buscar ( u)
comp_v - buscar ( v )
se conp_u ' conp_v

ent 6n
fusionar ( comp_u , conp_v )
T = TE{a}
finse
até que o nunero de el enentos que hai en T sexa igual a n-1
{1Ti=n-1}

devol ver T
finfunci 6n
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n nodos, maristas (en Q:

13

- Q(mlog m ordenar A
° Q(mlog n) xa que podenps acotar m
n-1 £ m£ n(n-1)/2
n(n-1)/2 n° maxi no de aristas en grafo conpleto

- Q(n) para inicializar n conxuntos di sxuntos
- Q(2mlog n) 2m Buscar e n-1 Fusionar
- Q(m para o resto no pior caso

A suma de todos estes ternmbs da que Kruskal executa-se nun tenpo
Q(mlog n)

Mel l oras (non cambian o pior caso): inicializacidén en Q(m, busca de
arista minim en Q(log mM=Q(log n).

4.3.2.- Algoritno de Prim

Sexa o grafo a procesar G=(N, A)

Sexa B = {nodos}
T = {aristas}
I nicial nente B = {nodo arbitréario de N}
T=A
Cada paso: escoller {u,v} mais curta tal que ul B
vi NB

As aristas de T forman en todo nonento a arbore extendida minim para os
nodos de B.

Engadi r vaB
{u,vi a T

Repetir o proceso até que B = N

funcion Prim( G=( N, A) )

T- A

B = {un nodo de N}

mentres B* N facer
a - {u,v} arista mais curta / (u B U viNB)
T = TE{a}
B - BE{V}

finmentres

devol ver T
finfunci én
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Prim: escoller un nodo

inicial. Tomar arista

de peso minimo entre conxunto escollido e
exterior. Actualizar conxunto escollido.
Repetir até que todos nodos conectados.

1

@

1

paso a B

0 - {1}

1 {1, 2} {1, 2}

2 {2, 3} {1, 2,3}

3 {1, 4} {1, 2,3, 4}

Tema4 Paxina 14
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4 {4, 5} {1,2,3,4,5}
S {4, 7} {1,2,3,4,5, 7}
6 {7,6} N

Oalgoritno de Primcalcula a arbore extendi da mni ma.

Denpstraci 6n por induci 6n sobre o nunero de aristas de T.

E pronetedor en cada paso ® soluci 6n Opti ma.

Base: T={} é pronetedor.

I nduci 6n: T é pronetedor antes de engadir a={u,v} ® B 1 N

T é pronetedor sen aristas que partan de B
a é unha das aristas mais curtas que parten de B
pol o Lema

TE{a} tanén & promnetedor

| npl ement aci 6n si nxel a

N={12,...,n}
L matriz simétrica / L(i,j)=distancia

L(i,j)=¥ se non existe arista {i,]}
" nodo i T N\B, mais proximo [ i ] = nodo mais proxinmo a i

dist minima [i ] =distancia de i a mais_proxinmo [ i ]

Sei 1 Bentéon dist mnima[i ]=-1

funcion Prim( L[ 212 .. n, 1 .. n])

T- A{inicialnente dist_mn[i ] = -1}

parai - 2 até n facer
mais_proxim [ i ] - 1
dist mn[i ]~ [1i, 1]

finpara

{bucl e voraz}

repetir n-1 veces

mn - ¥
para j - 2 até n facer
se 0 £dist Mn[j ]<mn
ent 6n
mn - dist_mnJ[]j ]
k= j
finse
finpara
T- TE{ mis proximo[ k], k}
dist_ mn[ k]~ -1 {engadir k en B}
para j - 2 até n facer
seL[j, k]<dist_ mnJ[]j ]

Tema4 Paxina 15
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enton dist_ mn[j ]- L[] , k]
finse
finpara
finrepetir
devol ver T
finfunci 6n

16

Bucl e voraz: n-1 veces, cada paso é Q(n) ® Primé Q(n?

Conpar aci 6n: Kruskal é Qmlog n) con nE A

-graf o denso: m® n(n-1)/2 ® Kruskal en Q' n’log n)
pi or que Prim
-grafo disperso: m® n ® Kruskal en Q' n:-log n)

mel | or que Prim

Poden-se usar nonticul os para inplementar Prim entén resulta en Q(mlog

n)

Exi sten algoritnos mais eficientes para o calculo de &rbores expandi das
ni ni mas.

4.4, Algoritno do camiio mais curto (Dijkstra)

Sexa G=( N, A) un grafo dirixido, con |lonxitudes de aristas3 0

Consi deranbs un nodo a orixen dos cam fios. O poblema que se plantexa é
averiguar a lonxitude do camfio mais curto da orixen a todos o0s restantes
nodos de G

O algoritno voraz que resolve isto €& o algoritnbo de Dijkstra.
Trabal | anbs con dous conxuntos de nodos S e C. S son os nodos escollidos,
coflece-se a distancia mnim de cada un de eles a orixen. C é o conxunto de

nodos candidatos. A invariante do algoritno é que N = SE C Inicialnente
tenmos que S = { orixen }, e finalnente tenos que S = N. En cada paso trata-se
de escoller o nodo candidato, nodo de C, tal que a sua distancia desde a
orixen a él é a nenor posibel. Dicinps que un nodo é especial se todos os seus
nodos intermédios pertencen a S. Mnexanps un vector D contendo en cada
posicioén i a lonxitude do cam filo especial mais curto ao nodo i-ésinp do grafo.
Ao engadir un nodo v en S, o canifio especial mais curto a v € tamén o cani fio
nmenor de todos os camifios a v. Ao final tenmpbs todos os nodos en S, todos os
cam fios entre a orixen e un nodo cal quer son especiais, entén en D tenps a
sol uci 6n.
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Exenpl o 1:

17

-1 |20 |20 |10
50 |-1 |10 |40
7 35 |-1 |40
10 (60 |40 |-1

Tomanos cono nodo inicial o “1”

Evol uci 6n do vector D

A marca _ por arriba indica que o nodo esta escollido, en S

(senén é candi dato, estd en O

A indicaci 6n " por abaixo indica que se escolle a arista nmenor das que | evan
a nodos ai nda non escollidos.

[:1T20T20T10]inicialnente col una [nodo orixen,i] "i
NN

[-17207207110]de 1 a 2 pode-se ir polo cam fio actual : 20
de 1 a 2 pode-se ir desde 4: (10+) 60
gueda 20 que é o actual, é nenor
de 1 a 3 pode-se ir polo cam fio actual: 20
de 1 a 3 pode-se ir desde 4: (10+) 40
gueda 20 que é o actual, é nenor
[-17207207110]de 1 a 3 pode-se ir pol o cam fio actual : 20
AN de 1 a 3 pode-se ir desde 2: (204 20
gueda 20 que é o actual, é nenor

Ent6n a solucioéon é 20, 20, 10 conp cam fios mais curtos do nodo 1 ao 2,
3, e 4 respeitivanente.

[onde pon “cam fio actual” entenden-se “camni filo especi al nmenor atopado até
agora”]
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Tomanos cono nodo inicial o “3”

D [ 7i35i- 1140]
N

de 3 a 2 pode-se ir polo cam fio actual: 35
de 3 a 2 pode-se ir desde 1: (7+) 20
substituci 6n de 35 por 27 por ser 27 nenor

D[ 71271-1i40]
n de 3 a 4 pode-se ir polo cam iio actual: 40
de 3 a 4 pode-se ir desde 1: (7+) 10
substituci 6n de 40 por 17 por ser 17 nenor

D[ 71271-1i17]
AN de 3 a 2 pode-se ir polo cam fio actual: 27
de 3 a 2 pode-se ir desde 4: (17+) 60
gueda 27 que é o actual, é nenor

Ent 6n a solucié6n é 7, 27, 17 conp canifios mais curtos do nodo 3 ao 1, 2,
e 4 respeitivanente.

R EEEE }
funcion Dijkstra ( L[21 .. n, 1 .. n])
C- {2.. n} {onodoinicial é o1, x& non é candi dat o}
parai - 2 até n facer
D[i ]~ L[1, i ] {copiar fila de nodo inicial}
finpara

{bucl e voraz}
repetir n-2 veces
v - nodo de C que mnimza D[ v ]
{nodo non escollido ainda con arista nmenos pesada}
C- C\ { v}
para cada wi C facer
D[w]—- mn(D[w], D[v]+L[V, w])
finpara
finrepetir
devol ver D
finfuncié6n
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-1 50 30 100 (10

-1 -1 -1 -1 -1

-1 5 -1 -1 -1

-1 20 50 -1 -1

-1 -1 -1 10 -1

paso |v |C candi datos D sol uci 6n

i ni - [{2,3, 4,5} [50, 30, 100, 10]
1 5({2,3, 4} [50, 30, 20, 10]
2 41{2, 3} [40, 30, 20, 10]
3 31{2} [35, 30, 20, 10]
Exenpl o 3:

X a b C d e y

X -1 5 -1 -1 5 5 -1
a -1 -1 3 -1 -1 -1 -1
b -1 -1 -1 -1 -1 -1 3
c -1 -1 -1 -1 -1 -1 2
d -1 -1 -1 4 -1 -1 -1
e -1 -1 3 3 -1 -1 -1
y

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 representa infinito (observar cono operanps con -1)
subl i Aiados nodos escol lidos (9S)
en negrifia referéncia actual

X a b c d e y

D -1 5 -1 -1 5 5 -1
a®b= 3 +5= 8 vs (®b actual = -1) ® b: 8
a®c=-1 +5= -1 vs (®c actual =-1) ® c: -1
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a®d=-1 +5= -1 vs (®d actual = 5) ® d: 5

20

a®e=-1 +5= -1 vs (®e actual = 5) ® e: 5
a®y=-1 +5= -1 vs (®y actual =-1) ® y: -1
X a b c d e y

D -1 5 8 -1 5 5 -1
d®b=-1 +5= -1 vs (®b actual = 8) ® b: 8
d®c= 4 +5= 9 vs (®c actual =-1) ® c: 9
d®e=-1 +5= -1 vs (®e actual = 5) ® e: 5
d®y=-1 +5= -1 vs (®y actual =-1) ® y: -1
X |a b ¢ d Je |y
D -1 5 8 9 5 5 -1
e®b= 3 +5= 8 vs (®b actual = 8) ® b: 8
e®c= 3 +5= 8 vs (®c actual = 9) ® c: 8
e®y=-1 +5= -1 vs (®y actual =-1) ® y: -1
X |a b c d le |y
D -1 5 8 8 5 5 -1
b®c=-1 +8= -1 vs (®c actual = 8) ® c 8
b®y= 3 +8= 11 vs (®y actual =-1) ® y: 11
x Ja b ¢ d e |y
D -1 5 8 8 5 5 11

c®y= 2 +8= 10 vs (®y actual = 11) ® y: 10

X a b C d e y
D -1 5 8 8 5 5 10

Unha sol uci 6n nmai s detallada consiste en mrar o conxunto de nodos pol os
gue pasa o cam fio mais curto. Modificacions a facer:

Incluir P[2..n] onde P[v]=nodo que precede a v no cam o mais alto. Para
achar o canmfio mais alto hai que seguir os precedentes até a orixen.

No al gorit no:
Engadir ao conmenzo Hi] - 1 "i=1,...,n
para cada wi C facer

se DOwl > Dv] + L[v, W

ent 6n
Dw = Dv] + L[v, W
P[M =V
finse
finpara

Teor ema

Dijkstra atopa os cam fios mais curtos desde un nodo aixen a todos oS
outros nodos do grafo.
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Denost raci 6n
Por i nduci 6n, denostrar:
a) senodoi ' 1 estaensS

Oi] = lonxitude do canmifio mais curto 1®i
b) se nodo i non estd en S, esta en C
Oi] = lonxi tude do cam flo especial mais curto I®i

[consul tar bibliografia]

Anal i se do algoritnmo de Dijkstra

TN =n
TA =m
L[1..n,1..n]
I nicializaci6n: Q(n)
Escol l er un nodo v que minimza D
® percorrer todos os elenentos de C

n-1, n-2, ..., 2 valores en D® Q(n?
“Para” ani fiado do al gortino
n-2, n-3, ..., 1 iteracioéns = Q(n?

Enton Dijkstra é Q(n?

Caso de grafo pouco denso é dicer que nmr<<rf
-usarenps listas de adxacéncia: aforrambs no “para” anifiado un
tenpo no acceso a L
-Evitar W(n? para resolver v?
Usar nmonticulo para inplementar C ordenado segundo Ov]
‘Inicializacién nonticulo en Q(n)
‘Extrair C- Q{v} en Olog n)
-“Para” ani fiado ® nodificar Ow en Q(l og n)
isto fai-se conmpb mlxi mo unha vez por arista

Extrair raiz do nonticulo n-2 veces e nodificanps un maxi nbo de m \eces
un valor de D
S ® Dijkstra € Q((mn)-log n)

A inpl enentaci 6n rapida é aconsel |l 4bel se o grafo é denso.

<fin do temn 4>
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