Fundamentos de Analise e Desefio de Algoritnbs e Estruturas de
Dados
TEMA 3: ALGORI TMOS DE ORDENACI ON.
3.1.- Ordenaci 6n por insercion.
2.- Ordenaci 6n de Shell ou por dimnuci 6n de increnentos.
3.- Ordenaci 6n por nonticul os (Heapsort).
.4.- Ordenaci 6n por intercal aci 6n (Mergesort).
5.- Ordenaci 6n réapida (Quicksort).

3.1.- Ordenaci 6n por insercion.

Executa-se nun tenpo Q(n? por nor dos dous bucles anifiados. Prineiro
bucle: 2 a n (for). Se nos fixanos no test que se fai para acceder ao segundo

bucle while (j>0 e T[j]>x) vai-se realizar un maxino de i veces para cada i
Otest repite-se 2+3+...+n = S(i=2..n)i
e com 1+2+...+n = S(i=1..n)i = n-(n+l1)/2 » n% 2
ten-se que S(i=2..n)i =q(n?) (OeW.

No caso particular no que a entrada estd ordenada, o test do segundo bucle
s6 se executa unha vez e falla, entdon é Q(n).

En canto ao caso promédio, é q (n®) (O e W), conp verenps un pouco nais
adiante [dem O no Th.1l; dem W no Th. 2]

Inmos calcular unha cota inferior para algoritnbs de ordenaci 6n sinples
sendo T un vector [1..n]

Def.- Inversi 6n: Cal quer par (i,j) que verifique que i é inferior aj e que
T[i]>T[j] (hai unha violacidn de orden xa que consideranbs a ordenacio6n
ascendente, de nenor a nmaior)

Ejenplo: T={3,1,4,1,5,9,2,6,5,3
I nver st ons:

(3,1),(3,1),(3,2)
(4,1),(4,2),(4,3)
(5,2), (5, 3)
(9,2),(9.6),(9,5),(9,3)
(6,5),(6,3)
(5,3)

Se chamanpbs | ao nunero total de inversioédns, neste exenplo |1=15. |Isto quer
dicer que no algoritmo se produciréan |1=15 intercanbios. OCs intercéanbios, para
este algoritno, son senpre entre dous el enentos adxacentes. Cada intercanbio
el imna unha inversion: se tenos {4,1,1} hai 1=2 inversions (4,1) e (4,1), ao
realizar o prinmeiro intercanbio {1,4,1} elimna-se tanén unha inversioén, xa so
gueda a segunda (4,1). Cbvianente cando o vector tefia O inversiodéns estara
ordenado. De isto deduce-se que a ordenaci 6n por insercion é Q(l+n). Entén se
=0 ou se I=Q(n) ten-se que a insercién é Q(n). Se |=Q(rf) entén a insercioén é

Q(n?)
Cal é o nunero nédi o de inversi 6ns?

(Partinos das hipd6teses de que non hai duplicados e de que todas as
per mut aci 6ns son equi probabei s).
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-TECREMA 1

“O nunero nmédi o de inversions nun vector con n naneros diferentes € n-(n-
1)/4”

/ denost r aci 6n/

Sexa T un vector e Ti o vector inverso. Dado un par (X,y) con x<y, sera
unha inversién, xa en T, x4 en Ti. O numero total de pares é (n-1)+(n-2)+. ..+1
=S (i=1l..n-1) i = n-(n-1)/2 e dado que o nunero médio de inversioéns é n-(n-
1)/2 entre 2, é n-(n-1)/4 c.q.d.

Aplicacion: na ordenaci6n por inserci6én como | = n-(n-1)/4 o caso
promédi o é Q(n?)

- TECREMA 2

“Cal quer algoritmo que ordena intercanbiando el enentos adxacentes
requere un tenpo W(n? en pronédi 0”

/ dempst raci 6n/
| promédio = n° nédio de inversiéns = n-(n-1)/4 =W n?

e conp cada intercanbio elimna s6 unha inversi 6n exact anent e
® Wn? intercanbios ® Wn? tenpo

A fanilia de algoritnos de ordenaci 6n que intercanbian el ement os adxacent es
inclui:
-inserci6n
-sel ecci 6n
-burbul | a

3.2.- Ordenaci 6n de Shell ou por dim nuci én de increnentos.

Shell é o prineiro algoritm que rebai xa Q(rf)

Conmp conseguir rebaixar Q(n®)? A partir do intercanbio de el enentos o mais
| onxanos posibeis entre si: estarenps probabel mente elininando nmaeis de unha
i nversi 6n con cada i ntercanbio.

No Shell suponps a secuéncia de increnentos ht, ..., hl onde hil=1

Na fase k da execucion do algoritnb tenbs o increnento hk que unha vez

aplicado ao vector debe asegurar que " i T[i] £ T[i+hk] é dicer que os
el ement os espaci ados por hk posici 6ns estan ordenados entre si.

Por definicidn dicinps que o vector T esta hk-ordenado (despois da fase k)

- PROPRI EDADE

“Un vector hk-ordenado que despois € h.;-ordenado segue estando hk-
or denado”
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Exenpl o:
{81, 94, 11, 96, 12, 35, 17, 95, 28, 58, 41, 75, 15}

5-ordenado {35, 17,11, 28, 12,41, 75, 15, 96, 58, 81, 94, 95}
i i P
i i i

3-ordenado {28, 12,11, 35, 15, 41, 58, 17, 94, 75, 81, 96, 95}
i i i i
i i i i

1-ordenado {11, 12, 15,17, 28, 35, 41, 58, 75, 81, 94, 95, 96}

Vi nos de enpregar unha ordenaci 6n de Shell con secuéncia de increnmentos
53,1

A secuéncia de increnmentos proposta por Shell (incrementos de Shell) para
un vector de lonxitude n é

ht
hk

én/ 20 [equival a n div 2]
é1k+1/ 20

Exi sten outras secuénci as de incrementos que verenps nai s adi ante (H bbard,
Sedgewi ck) .

{ }
procedi mrento ordenar_Shell ( T[ 1 .. n])

incremento - n

repetir

incremento - increnmento div 2
para i - increnento + 1 até n facer

tmp - T[]
oo
seguir - certo
mentres j - increnmento > 0
e seguir
facer
setmp < T[] - increnento ]
ent 6n
T[j ]~ T[] - increnento ]
j = j - increnento
senon
seguir - falso
finse
finmentres
o T[j ]~ tm
finpara

até increnento = 1
fi nprocedi nent o

Exenpl 0: Ordenaci 6n Shell con increnmentos de Shell (netades enteiras)
{81, 94, 11, 96, 12, 35, 17, 95, 28, 58, 41, 75, 15}

n =13 ® increnmento = 13 div 2 = 6
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{81, 94, 11, 96, 12, 35, 17, 95, 28, 58, 41, 75, 15}
i i i

{15, 94, 11, 96, 12, 35, 17, 95, 28, 58, 41, 75, 81}
i i
i i
i i

{15, 94, 11,58, 12, 35, 17, 95, 28, 96, 41, 75, 81}
i i
i i

est & 6-ordenado

ANAL| SE DO Pl OR CASO DA ORDENACI ON SHELL

- TECRENVA

“O tenpo de execuci 6n do pior caso usando o0s increnentos de Shell ¢é

Q( nZ) ”
/ denostraci 6n/
[1] W(n?) é cota inferior?

Supofianbs que n é poténcia de 2 ® os incrementos son pares agas o
derradeiro

Exenpl o: {1,9, 2,10, 3,11,4,12,5, 13,6, 14, 7, 15, 8, 16}

n=16, incr. Shell ® h, = é6/20=8® 4 ® 2® 1

este é exenplo do pior caso porque xa esta 2-ordenado
i nicial mente

ndmer os nmi ores en posi ci 6ns pares

ndmer os nmenores en posi ci éns i npares

Despoi s da secuéncia de incrementos 8,4,2 o vector segue igual debido
a que en principio xa estaba 2-ordenado. Todo o traballo estd en 1-ordenar

Debenps notar que 0 i-ésinmo nenor esta na posicion 2i-1" i £ n/2
Debenps nover o i-ésinp nmenor i-1 veces cara a esquerda. Col ocar todos

os el ementos nenores no seu sitio requere
n/ 2

S i-1 novinmentos = W(n? conp ninino
21
(Vinos de atopar unha cota inferior)

[2] A(n)

“Otraballo que se fai nunha fase con incremento hk é equivalente a hk
ordenaci 6ns por insercion nun conxunto |imtado de n/hk el enentos”

Ent6n o tenpo de execuci 6n para unha fase é QChk:(n/hk)?) = Q(n?% hk)

Ent 6n para facer o conxunto de todas as fases o tenpo de execuci 6n é
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t t
QA Snhi ) = Qn%S 1/hi )
i =1 i =1
onde o sumatori o

t

S 1/hi = 1/1+1/2+1/4+...+1/(n/2) < 2 ® tenpo execuci 6n Q(n
i=1 (increnento de cada fase)

série xeométrica de factor comin 2
e ternp mai or h;=1

/'\ non é Q(n s6 porque haxa trés bucles anifiados, hai que fixar-se en
cantas veces se executa cada un dos bucl es.

O problema dos increnentos Shell é que non son prinbs entre si, entdn o
menor increnento pode ter pouco efeito.

Incrementos distintos dos de Shell, que nelloran este tenpo de execuci 6n

Q(n?):

Increnentos de Hibbard: 1,3,7,...,2-1 (increnentos consecutivos non tén
factores comins).

Teorena: O tenpo de execuci 6n do pior caso con increnentos de Hibbard é

Q( n3/ 2)

I ncrenent os de Sedgewi ck: 1,5, 19,41,109

Esta fanilia de secuéncias é Q(n"® no pior caso

3.3.- Ordenaci 6n por nonticul os (Heapsort).

Q(n-1og n)

O nellor tenpo visto até aqui, ainda que na pratica o nmais rapido éo Shel
con increnentos de Sedgew ck, porque o algoritnmo é mai s sinxelo.

Estratéxia: construir nonticulo de n elenmentos, logo n elimnacions
armacenando os val ores nun segundo vector.
Copi ar o segundo vector no orixinal.

construir: Qi n)
n elimnacions n-Qlog n)=Q(n-10g n)
copi ar: Qi n)

Y0¥ YYY2Y2Y2YaY2YaYaYaYa
2-Qn)+Q(n-1og n)=Q n-10og n)

Q(n-1og n) é conpl exi dade tenporal ; podenos ter un problema coa nmendria, na
c6pi a do vector; unha conpl exi dade espaci al

Mel l ora: uso de cel das do vector que non estan asignados ao nonticul o.
Ex. {31, 41, 59, 26, 53, 58, 97}

Construir:
97
/ \
53 59
[\ [\
26 41 58 31
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0 1 2 3 4 5 6 7

Eli minar_maior: 97 (raiz)

59
/ \
53 58
[\ /
26 41 31

59 53 58 26 41 31 97
0 1 2 3 4 5 6 7

nonticulo = | ® extraidos

59 97
0 1 2 3 4 5 6 7

nonticulo - | ® extraidos

| ® extraidos = vector ordenado

Na pratica, o Shell é o mmis usado.

3.4.- Ordenaci 6n por intercal aci 6n (Mergesort).

Pi or caso: Q(n-log n) b exenplo do bo uso da recursividade.

Baseado en procedinento de intercalaci6n de duas |istas ordenadas nunha
terceira |ista ordenada.

u [112]4]. . ]m
T [112]3[ 4] 7] ... ]n=mn
v (3171 ... 1a

procedi mento intercala(u[l...m1],v[1...A+1],t[1...n])
{construi un vector ordenado t[1l...n] a partir de u[l...n] e v[1l...A]}

i-1

ji-1

{centinelas:}

uf m-l] - ¥

V[ A+1] - ¥

para u[i] < v[j]

enton t[k]-uf[i]
i=i+1

sendn t[k]l=v[j]
j~i+l

finse

fi nprocedi nent o

Agora construirenos o algoritno de ordenaci é6n a partir de intercal a:

* se n=1 b vector x& ordenado.
* sendbn b intercala(l® netade, 22 nmetade) 3%duas chamadas recursivas con
nmet ades or denadasa.
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Segue a estratéxia de divide e venceras.
I ntroduci nos unha nel |l ora na ordenaci 6n por intercal aci 6n:

procedi ment o ordenaci 6n_i ntercal aci 6n(t[1...n])
se n é suficientenente pequeno {n < unbral}
ent on ordenaci 6n_inserci6n(t[1...n])

sendn u[l...én/20-t[1...é&n/20 {é&/20Fn div 2}
vil...é&n/20-t[1+é&n/ 20 ..n]
ordenaci én_i ntercal aci 6n(u[ 1. ..én/ 20
ordenaci én_i ntercal aci 6n(v[1...é/ 20
intercala(u,v,t)
finse
fi nprocedi nent o
Se u e v non fosen vari aveis |locais terianos:
* existirian log n vectores
* conpl exi dade el evada

Enton collerenbs u e v conb variabeis globais para incrementar eficéacia
espaci al .

Unha mnell ora pl antexari a-se mediante o non uso de u e v. Separar t en u e v

® Q(n). Pode traballar-se sobre o préprio vector (usar un vector) pero o
algoritno é mais conplicado; xa conpensaria usar o rapido (Quicksort).

T(n) é o tenpo de execuci 6n de ordenaci 6n por intercal aci 6n para un vector
de n el enent os.

Ent 6n T(n)=T(én/ 20) +T(én/ 20) +Q( n)
Q(n) ® separar+intercal a=Q(n)+Q(n)
Supofianps para sinplificar que n é poténcia de 2, n=Z.

T(1)=1)
T(n)=2-T(n/2)+Q(n)

T(1)=1
T(n)=2-T(n/2)+n

Dividir T(n)/n
" n ® log n ecuaci 6ns que se suman b T(n)/n=T(n)/ 1+l og n
P T(n)=n-10g n+n=Q(n-1 0og n)

Tamén se pode facer para nt2¥ cheganps ao mesnmp resul tado.

Por bl ema: Compl exi dade  espacial (u,v) ® Qui cksort. QS elimna a
conpl exi dade espacial. Inporténcia de bal ancear (unha das bases de divide e
vencer as) .

procedi ment o ordenaci 6n_i ntercal aci 6n(t[1...n])

u[l...n-1] = t[1l...n-1]
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v[1] - t[n]

{chamadas recursivas:}
ordenaci 6n_intercal aci 6n(u[1...n-1])
ordenaci 6n_i ntercal aci on(v[1...1])
intercala(u,v,t)

finbrocedinento
Enton T(n) = T(n-1)+T(1)+Q(n) = Qrf)

° ordenaci 6n por inserciodn (ademais mal inplenentada por uso inxustificado
de recursividade).

3.5.- Ordenaci 6n réapi da (Quicksort).

Mét odo usado: Divide e venceras.
Parte non recursiva: ® construci 6n de subi nstanci as (particioén).

® conbi nar as sol uci 6ns.
Con respeito a ordenaci 6n por intercal aci én

® construci 6n -

® conbi nar
El ecci 6n do pivote: o mais bal anceado posibel: mediana (cara de mais!).

| mpl ement aci 6n: prineiro el emento cono pivote.
Subvector t[i...j], p=t[i]
t [pl | ]
i

k ® >p £p -

i nt ercanbi o

@ —.

Traballo até o cruzanento dos indices. Ao final intercanbio entre p e t[L].

procedi mento pivote(t[i...j];var L)
{postcondiciéon: (i£LE)U(t[K]Ep " T£KEL)U(t[L]=p)U(t[Kk]>p " L<k£j)}
{precondicioén: (p=t[i])}
p-t[i]
k=i
L-j+1
repetir k- k+1 até (t[k]>p) ou (k3j)
repetir L-L-1 até (t[L]£p)
nentres k<L facer
i ntercanbiar(t[k],t[L])
repetir k= k+1 até t[k]>p
repetir L-L+1 até t[L]Ep
finmentres
intercanbiar(t[i],t[L])
fi nprocedi nent o

procedi mento quicksort(t[i...j])
se j-i é suficientenmente pequeno
ent on ordenaci 6n_i nserci 6n(t)
sendn pivote(t[i...j],L)
qui cksort (t[i...L-1])
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qui cksort (t[L+1...j])
finse
fi nprocedi nent o

Chamada: quicksort(t[1...n])

Sel ecci 6n do pivote:

* jdeal: nediana ® inviabel.

* usar o prineiro elenento: aceitabel se entrada é aleato6ria. Se
entrada ordenada, nmui deficiente: Qrf). Se entrada parcial nente
ordenada, ineficiente.

* a0 azar: pode ser bo. Problema: xeraci 6n custosa.

* nmedi ana de trés val ores esquerda, direita, nedi o:
t[i]+t[jl+t[(i+j)div 2]

I mpl ement aci 6n: variaci é6n de estratéxia de particioén

Ex. hipotese: todos val ores diferentes.

’ 3

’ 3

’ 3

’ 3

N NN o0 0
PRRPP
PArADMDH
Ul U1 © © ©

coooo
WWwwww
o © U1 U1 Ul
000NN
N NN
Cooomo

3 ) 3 3

Se pudese haber repeteci éns:
* parar k cando t[Kk]
* parar L cando t[L]

pi vot e?
pi vot e?

Facer o mesno: se non facenpbs o nmesno, todos oS que son iguais ao pivote
caen ao mesno | ado, todos iguais ® particién nui desequilibrada: Q).

As duas se detén: todos iguais ® nuitos intercanbios entre elenentos
idénticos P inutil, pero cruzan-se na netade ® equilibrada ® Q(n-1og n).

Nengln para: todos iguais, evitar que sobrepasen i e j nengan intercéanbio

® Q(n?).

Vect ores pequenos:

Vector suficientenente pequeno é j-i £ 20, entdn o método nmis
axeitado é a insercion.
t[1...n] lixeiranente desordenado ® insercién todo vector de custe

suficientenmente pequeno esta entre 5 e 20. Evitanps dexeneraci 6ns.
| pl ement aci 6n: parci al nent e desor denado.

procedi mento qui cksort(t[1...n])
gsort(t[1...n]) {parcial nente desordenado}
ordenaci 6n_inserci 6n(t[1...n])

fi nprocedi nent o

procedi mento nedi ana3(t[1...n])
centro -~ (i+)) div 2
se t[i] > t[centro]
enton intercanmbiar(t[i],t[centro])
finse
se t[i] > t[j]
enton intercanmbiar(t[i],t[j])
finse
se t[centro] > t[j]
enton intercanmbiar(t[centro],t[j])
finse
i ntercanbiar(t[centro],t[j-1])

fi nprocedi nent o
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EX.
8, 1, 4, 9,6, 3, 5 2, 7,0

cal cul anos nmedi ana e col ocanbs na sua posi ci 6n
0, 1, 4 9, 6, 3, 5 2, 7, 8

traball o sobre os que estan en negri fia

8, 1, 4, 9, 6, 3,5 2, 7,0
cal cul o de nedi ana e ordenar
0, 1, 4,9, 7, 3,5 2,6 8
0 centinela
particion nos elenmentos 1, 4, 9, 7, 3, 5, 2

6 pivote
8 centinel a

procedi mento qsort(t[i...j])
se i +unbral £ j
ent 6n

medi ana3(t[i...j])

pivote -~ t[j-1]

k = j

L-j-1

repetir
repetir k = k+1 até t[k] 3 pivote
repetir L - L-1 até t[L] 3 pivote
i ntercanbiar(t[k],t[L])

até L £ k

i ntercanbiar(t[k],t[L])

intercanbiar(t[k],t[j-1])

gsort(t[i...k-1])

gsort (t[k+1...j])

finse
fi nprocedi nent o

Para a andlise, suponos:
* pivote é un val or aleatorio.
* non farenos corte para ordenaci 6n por insercién.

T(0)=T(1)=1
T(n)=T(i)+T(n-i-1)+cn (cte. n lineal Q(n) paa particién)

pi or caso: cando o pivote é o nenor elemto do vector, senpre
T(n)=T(n-1)+cn, n>1

pr oxecci ons:
T(n-1)=T(n-2)+c(n-1)

T(2) =T(1) +c2
Y0¥ YYYaYaY2Y2YaYaYaYa
T(n)=T(1)+cSi" i = Q(nd)

mel | or caso: pivote senpre na netade. Pivote senpre a nediana
T(n)=2T(n/2) +cn
=cn-|1 og n+n
=Q(n-1o0g n)
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caso nedi o: cada tanafio da prineira particion é equi probabel. Probabilidade de
ter ese tamafio é 1/n.

T(i)=T(n-i-1)=1/n-S """ T(j)
T(n)=2/n-[Sj"" T(j)]+cn
T(n)/(n+1) =T(1)/2+2c-[S;="" 1/i]
T(n)/ (n+1)=Q(1 og n)
T(n)=Q(n-10g n)

<fin do tema 3>
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